'^7/  essBEoeoeKceODE 


The 

Robert  E.  Gross 
Collection 

A  Mémorial  to  the  Founder 
of  the 


tm 


Business  Administration  Library 
Los  Angeles 


L  .w»j«rî>*'.*' 


E  LEMENS 


D  E 


GEOMETRIE 


f' 


.J'*-'- 


ELEMENS 


DE 


GEOMETRIE. 

Par  M.  Cl  AIKAVT  y  de  F  Académie 

Royale  des  Sciences  y  &  de  la  Société 

Rojale  de  Londres. 


A     P  A  R  I  S  i 

Chez  Lambert  &  Durand >  Libraires, 
rue  Saint- Jacques  ,  au  Grifon. 


M    D  C  C   X  L  L 

'^vec  Approbation  &  Privilège  du  Roi* 


k... 


A    MONSEIGNEUR 

LE   COMTE 

DE    MAUREPAS. 

MINISTRE 

ET  SECRETAIRE  D'ETAT, 

COMMANDEUR    DES    ORDRES 

DU  ROY- 


ONSEIGNEZ^'K, 


C'efl  teut-être  oublier  lafupériorité 
de  'VOS  conntijjances  ,    que  de  lous 


E  P  I  T  R  E. 

prefenter  des  Elemens  de  Géométrie; 

mais  c  efl  connottre  njos  ojuè's  que  de 

wus  offrir  quelque  chofe  d'utile. 

Je  ne  dois  donc  point  appréhender  de 

mettre  fous  ojotre  proteêîion  un  Ou-^ 

njrage  qui  contient  les  principes  d'une 

Science  dont  qjous  partagey^  néceffai- 

rement  les  fuccès.  Je  ojousjùpplie  très^ 

humblement ,  MONSEIGNEVR , 
de  t  accepter ,  comme  un  hommage  de 

ma  reconnoifjance  ,    ^  comme  une 

preuve  du  profond  refpecl  avec  lequel 

je  fuis  , 

MONSEIGNEVK  , 


Yotre  très-huinble  &  très-obéiflaat 
Serviteur  C  l  a  i  R  a  u  t. 


PREFACE. 

U  o  I  Q  u  E  la  GéoméÉriè 
{bit  par  elle-même  abf^ 
traite  ^  il  faut  avouer  ce- 
pendant que  les  difficultés  qu'é- 
prouvent ceux  qui  commencent  à 
s'y  ^^ppliq^si'>  viennent  le  plus  fou- 
vent  de  la  manière  dont  elle  ell 
enfeignée  dans  les  Elémens  ordi-- 
naires.  On  y  débute  toujours  par 
un  grand  nombre  de  définitions  > 
de  demandes  ^  d'axiomes ,  &  de 
principes  préliminaires ,  qui  fem-^ 
blent  ne  promettre  rien  que  defcc 
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au  Lecleur.  Les  propoiîtîons  qui 
viennent  enfuite  ne  fixant  point 
Teiprit  fur  des  objets  plus  intéref^ 
fans  y  &  étant  d'ailleurs  difficiles  à 
concevoir,  il  arrive  commune» 
ment  que  les  Ccmmençans  fe  fa- 
tiguent &  fe  rebutent ,  avant  que 
d'avoir  aucune  idée  dillinéle  de  ce 
qu'on  vouloit  leur  enfeigner. 

Il  eft  vrai  que  pour  fauver  cette 
fécherefle  ;,  naturellement  attachée 
à  fétude  de  la  Géométrie,  quel- 
ques Auteurs  ont  imaginé  démet- 
tre à  la  fuite  de  chaque  propolî- 
tion  effentielle  ,  Tufage  qu'on  en 
peut  faire  pour  la  pratique  ;  mais 
par-là  ils  prouvent  futilité  de  la 
Géométrie  ,  fans  facihter  beau- 
coup les  moyens  de  fapprendre. 
Car   chaque  propofition  venant 
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toujours  avant  fon  ufage,  Fe/prii' 
ne  revient  à  â(ts  idées  fenfibles  ^ 
qu'après  avoir  elîuyé  la  fatigue  de 
fàifir  des  idées  abftraites* 

Quelques  réflexions  que  j^ai  faî- 
tes fiir  i'orîeine  de  la  Géométrie  , 
m'ont  fait  efpérer  d'éviter  ces  in- 
convéniens.  enréuniiTantlesdeux 
avantao;es  d'intéreller  &:  d'éclairer 
les  Commençans.  J'ai  penfé  que 
cette  Science  ^  comme  toutes  les 
autres  ,  devoit  s'être  formée  par 
<iégrés  ;  que  c'était  vraifemblabie- 
ment  quelque befuin  qui  avoit  fait 
faire  les  premiers  pas^  &  que  ces 
premiers  pas  ne  pcuvoient  pas  être 
hors  de  la  portée  à^s  Commen- 
çans, puifque  c'etoient  des  Com- 
mençans qui  les  avoient  faits. 
Prévenu  de  cette  idée^,  je  me 

^ij 
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fuis  propofé  de  remonter  à  ce  qui 
pouvoir  avoir  donné  naiflànce  à  la 
Géométrie  ;  &  j'ai  tâché  d'en  dé- 
velopper les  principes ,  par  une 
méthode aiiïez  naturelle^  pour  être 
fuppofée  la  même  que  celle  des 
premiers  Inventeurs  ;  obfèrvant 
feulement  d'éviter  toutes  les  fauf- 
fes  tentatives  qu'ils  ont  néceflài- 
ment  dû  faire. 

La  mefiire  des  Terrains  m'a 
paru  ce  qu'il  y  avoit  de  plus  pro- 
pre à  faire  naître  les  premières 
propofitions  de  Géométrie  ;  & 
c'eft;,  en  effet,  Forigine  de  cette 
Science  ^  puifque  Géométrie  fi- 
gnifie  mejure  de  Terrain.  Quel-- 
ques  Auteurs  prétendent  que  les 
Egyptiens,  voyant  continuelle- 
ment les  bornes  de  leurs  Hérita- 
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ges  détruites  parles  débordemens 
du  Nil  Jettérent  les  premiers  fon- 
démens  de  la  Géométrie  ^  en  cher- 
chant les  moyens  de  s'afîurer  exac- 
tement de  la  fituation  de  l'éten- 
due &  de  la  figure  de  leurs  do- 
maines.   Mais  quand  on  ne  s'en 
rapporteroit  pas  à  ces  Auteurs  , 
du  moins  ne  fçauroit-on  douter 
que  dès  les  premiers  temps ,  les 
hommes  n'ayent  cherché  d'^s  mé- 
thodes pour  meHirer  &  pour  par- 
tager leurs  Terres.   Voulant  dans 
la  fuite  perfeclionner  ces  métho- 
des ^  les  recherches  particulières 
les  conduifirent ,  peu  à  peu  y  à  des 
recherches  générales  ;  &  s'étant 
enfin  propofé  de  connoître  le  rap- 
port exaél  de  toutes  fortes  de  gran- 
deurs ,  ils  formèrent  une  Science 

-X-   •  •  • 
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d'un  objet  beaucoup  plus  vafte , 
que  celui  qu  ils  avoient  d'abord 
embraiTé ,  &  à  laquelle  ils  confer- 
vérent  cependant  le  nom  qu'ils  lui 
avoient  donné  dans  fon  origine. 

Afin  de  {uivre  dans  cet  Ouvrage 
une  route  femblable  à  celle  des 
Inventeurs  ^  je  m'attache  d'abord 
à  faire  découvrir  aux  Commen^ 
cans  les  principes  dont  peut  dé- 
pendre  la  fimple  mefure  dç:s  Ter- 
rains ^  &  à^s  diftances  acceflibles 
ou  inacceflibles,  &c,  De4à  jepalîe 
à  d'autres  recherches  qui  ont  une 
telle  analogie  avec  les  premières  y 
que  la  curioiité  naturelle  à  tous  les 
hommes,  les  porte  à  s'y  arrêter  ;  & 
juftifiant  eniuite  cette  curiofité  par 
quelques  applications  utiles  ^  je 
parviens  à  faire  parcourir  tout  ce 
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que  la  Géométrie  élémentaire  a 
de  plus  intérefîànt. 

Onne  fçauroit  difconvenir,  ce 
mefemble,  que  cette  méthode  ne 
foit  au  moins  propre  à  encourager 
ceux  qui  pourroient  être  rebutés 
par  la  fécherefle  des  vérités  géo- 
métriques ,  dénuées  d'applica- 
tions ;  mais  j'efpére  qu  elle  aura 
encore  une  utilité  plus  importan- 
te y  c'eft  qu'elle  accoutumera  l'ef^ 
prit  à  chercher  &  à  découvrir  ;  car 
j'évite  avec  foin  de  donner  aucune 
proportion  fous  la  forme  de  théo- 
rèmes ;  c'ell-à-dire^  de  ces  pro- 
pofitions  y  où  l'on  démontre  que 
telle  ou  telle  vérité  eft  ^  fans  laire 
voir  comment  on  eft  parvenu  à  la 
découvrir. 

Si  les    premiers  Auteurs  de 

^i .  •  •  •  • 
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Mathématiques  ont  préfenté  leurs 
^découvertes  en  théorèmes  ^    c'a 
été  ;,  fans  doute  ^  pour  donner  un 
^Ir  plus  merveilleux  à  leurs  pro- 
duâions^  ou  pour  éviter  la  peine 
de  reprendre  la  fuite  des  idées  qui 
les  avoient  conduits  dans  leurs  re- 
cherches.   Quoi  quil  en  foit,  il 
m'a  paru  beaucoup  plus  à  propos 
d'occuper  continuellement  mes 
Ledleurs  à  réfoudre  àts  problê- 
mes ;  c'eft-à- dire  ^  à  chercher  les 
moyens  de  faire  quelque  opéra-, 
tipn^  ou  de  découvrir  quelque  vé- 
rité inconnue  ^  en  déterminant  le 
rapport  qui  eft  entre  des  grandeurs 
données  5  &  des  grandeurs  incon-, 
nues  qu'on  le  propofe  de  trouver. 
En  faivant  cette  voie  ^  les  Com^ 
înencans  apperçoivent:,  à  chaque 
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pas  qu'on  leur  fait  faire  ;,  la  raîfon 
qui  détermine  l'Inventeur  5  &  par- 
là  ils  peuvent  acquérir  plus  facile- 
ment Pefprit  d'invention. 

On  me  reprochera  peut-être ,  ' 
en  quelques  endroits  de  ces  Elé- 
mens  ^  de  m'en  rapporter  trop  au 
témoignage  des  yeux,  &  de  ne 
m'attacher  pas  afîez  à  Texaélitude 
rip'oureufe  d^s  démonftrations.  Je 
prie  ceux  qui  pourroient  me  faire 
un  pareil  reproche ,  d'obferver  que 
je  ne  paffe  légèrement,  que  fur  des 
proportions  dont  la  vérité  fe  dé- 
couvre pour  peu  qu^on  y  fafîe  at- 
tention. J'en  ufe  delà  forte  ,  fur- 
tout  dans  les  commencemens ,  où 
il  fe  rencontre  plus  fouvent  des 
propofitions  de  ce  genre,  parce 
que  j'ai  remarqué  que  ceux  qui 
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avoient  de  la  dilpofîtion  à  la  Geo-* 
métrie  ^  fe  plaifoient  à  exercer  un 
peu  leur  efprit  ;  &  qu'au  contraire  ^ 
ils  fe  rebutoient ,  lorfqu'onles  ac- 
cabloit  de  démonllrations  ^  pour 
ainfi  dire^  inutiles. 

Qu'Euclide  fe  donne  la  peine 
de  démontrer,  que  deux  cercles 
qui  fe  coupent  n'ont  pas  le  même 
centre  y  qu'un  triangle  renfermé 
dans  un  autre  ^  a  la  lomme  de  fes 
côtés  plus  petite  que  celle  des  cô- 
tés du  triangle  dans  lequel  il  eft 
renfermé  ;  on  n'en  fera  pas  furpris. 
Ce  Géomètre  avait  à  convaincre 
des  Sophiftes  obftinés ,  qui  fe  fai- 
foient  gloire  de  fe  refufèr  aux  vé- 
rités les  plus  évidentes  :  il  falloir 
donc  qu'alors  la  Géométrie  eût^ 
comme  la  Logique  ;  le  fecours  des 
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raifonnemens  en  forme  ,  pour  fer- 
mer la  bouche  à  la  chicanne.  Mais 
les  chofes  ont  changé  de  lace. 
Tout  raifonnement  qui  tombe  fur 
ce  que  le  bonfens  feul  décide  d'a- 
vance y  eft  aujourd'hui  en  pure  per- 
te ^  &  n'eft  propre  qu'a  obfcurcir 
la  vérité  ^  &  à  dégoûter  les  Lec- 
teurs. 

Un  autre  reproche  qu'on  pour- 
roit  me  faire  ,  ce  feroit  d'avoir 
omis  différentes  propofitions  ^  qui 
trouvent  leur  place  dans  les  Elé- 
mens  ordinaires  y  &  de  me  con- 
tenter y  lorfque  je  traite  des  pro- 
pofitions  ^  d'en  donner  feulement 
les  principes  fondamentaux. 

A  cela  je  réponds  qu'on  trouve 
dans  ce  Traité  tout  ce  qui  peut 
fervir  à  remplir  mon  projet^  que 
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iespropofîtionsque  je  néglige  font 
celles  qui  ne  peuvent  être  d'aucu- 
ne utilité  par  elles-mêmes ,  &  qui 
d'ailleurs  ne  fcauroient  contribuer 
à  faciliter  Tintelligence  de  celles 
dont  il  importe  d'être  inilruit  : 
Qu'à  l'égard  des  proportions ,  ce 
que  j'en  dis  doit  fuffire  pour  faire 
entendre  les  propofitions  élémen- 
taires qui  les  luppofent.  C'eft  une 
maciére  que  je  traiterai  plus  à  fond 
dans  les  Elémens  d'Algèbre  ^  que 
je  donnerai  dans  la  luite. 

Enfin  ^  comme  j'ai  choifi  la  me- 
fure  àcs  TenairiS  pour  intéreiîèr 
les  Commençans ,  ne  dois-je  pas 
craindre  qu'on  ne  confonde  cts 
Elémens  avec  les  Traités  ordinai- 
res d'Arpentage  \  Cette  penfée  ne 
peut  venir  qu  a  ceux  qui  ne  confî-- 
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déreront  pas  que  la  mefùre  des 
Terrains  iVeft  point  le  véritable 
objet  de  ce  Livre,  mais  qu'elle  me 
fert  feulement  d'occafîon  pour  fai- 
re découvrir  les  principales  véri- 
tés géométriques.  J'aurois  pu  de 
même  y  remonter  à  ces  vérités ,  en 
failant  THiftoire  de  la  Phyfique , 
de  TAftronomie ,  ou  de  toute  au- 
tre partie  des  Mathématiques  que 
j'aurois  voulu  choifir  ;  mais  alors 
la  multitude  des  idées  étrangères , 
dont  il  auroit  fallu  s'occuper ,  au- 
roit  comme  étouffé  les  idées  géo- 
métriques,  aufquelles  feules  je  de^ 
vois  fixer  Tefprit  du  Leéleur, 


Extrait  des  Regijires  de  V Académie  Royale  des 
Sciences  y  du  ^i.  yjoât  1740. 

Eiïîeurs  de  Reaumur,  de  Mairan^" 
&  Nicole,  qui  avoient  été  nommés  pout 
examiner  les  Elémens  de  Géométrie  de  M.Clairaut, 
en  ayant  fait  leur  rapport ,  la  Compagnie  a  jugé 
que  cet  Ouvrage  méritoit  Timpreffion  En  foi  de 
quoi  j'ai  ligné  le  préfent  Certificat.  A  Paris  ,  ce  14. 
I)écembre  1740. 

Si^né  FONTENELLE,  Secrétaire  perpétuel 
de  l'Académie  Royale  des  Sciences. 


PRIVILEGE    DV    ROI, 

LOUIS  ,  par  la  Grâce  de  Dieu  ,  Roi  de  France  & 
de  Navarre  ;  A  nos  amcz  &  féaux  Confeillers  , 
les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement ,  Maîtres 
des  Requêtes  ordinaires  de  notre  Hôtel,  Grand  Con- 
feil ,  Prévôt  de  Paris  ,^  Baillifs ,  Sénéchaux  ,  leurs 
Lieutenans  Civils  ,   &  autres  nos  Jufticiers  qu'il  ap- 
partiendra ,  Salut.  Notre  Académie  Royale  des 
Sciences,  Nous  a  très-humblement  fait  expofer  ^ 
que  depuis  qu'il  Nous  a  piû  iuii;donner.  par  un  Règle- 
ment nouveau,  de  nouvelles  marques  de  notre  affec- 
tion, elle  s'eft  appliquée  avec  plus  de  foin,  à  culti- 
ver les  Sciences ,  qui  font  l'objet  de  Tes  exercices  ;  en-* 
forte  qu'outre  les  Ouvrages,  qu'elle  a  déjà  donnés  au 
Public,  elle  feroit  en  état  d'en  produire  encore  d'au- 
tres ,  s'il  Nous  plaifoitlui  accorder  de  nouvelles  Let- 
tres de  Privilège ,   attendu  que  celles  que  Nous  lui 
avons  accordées  en  date  du  6.  Avril  169^  ,  n'ayant 
point  eu  de  terme  limité ,  ont  été  déclarées  nulles  par 
un  Arrêt  de  notre  Confeil  d'Etat  du  1$  Août  1704  > 
celles  de  17 13  &  celles  de  17 1<*^  étant  aufli  expirées  ? 
Et  délirant  donnera  notrcdite  Académie  en  corps  & 
en  particulier,  &  à  chacun  de  ceux  qui  la  compofcnt, 


toutes  les  facilités  &  les  moyens  qui  peuvent  contri- 
buer à  rendre  leurs  travaux  utiles  au  Public  ,  Nous 
avons  permis  &  permettons  par  cesprefentesà  nôtre- 
dite  A::adcmie  ,  île  faire  venJre  ou  débiter  par  tous 
les  lieux  de  norre  obciirance  ,  par  tel  Imprimeur  ou 
Libraire  qu'ell.'  voudra  choiiîr  ,  toutes  les  Recherches 
ou  O'^jtYvatioii  joHrn.dieres ,  oh  Relations  annuelles  de 
toHt  ee qui  aura  etef^t  d^ins  les  AJferndées  de  not) édite 
Jxcadémie  Roïale  des  Sciences  ;  comme  au(fî  les  Ou-ora" 
ges  ,  Me'mo/rcs ,  oit  Tr^ith  de  chacun  des  Particuliers 
qui  la  compcfnty  ^génér^iUment  tout  ceq^ue  ladite  Aca- 
dé^ie  toud-  afycire  ^aroure  ^  après  avoir  f^it  examiner 
lefii  s  Ouvrages -t  Ô*  j'^^c^^  qu'di  jo-it  d/gnes  de  Cinipnf' 
fton  ;  &  ce,  pcridantle  temps  &  efpace  de  quinze  an- 
nées confecutivcs ,  à  compter  du  jour  de  la  datf^  dcldi- 
tes  Prefentes.  Faifonsdéfenfes  ù  toutes  fortes  de  per- 
fonncs  de  q'^clque  qualité  &  condition  qu'elles  foient, 
d'en  introduire  d'impreflion  étrangère  dans  aucun  lieu 
de  notre  obéiflance  ;  comme  auflià  tous  Imprimeurs, 
Libraires,  &  autres,  d'imprimer,  faire  imprimer, 
vendre,  faire  vendre ,  débiter  ,  ni  contrefaire  aucun 
defiits  Ouvrages  ci-delTus  fpécifiés  ,  en  tout,  ni  en 
partie  ,  ni  à\vL  faire  aucuns  extraits  fous  quelque  pré- 
texte que  ce  foit,  d'augmentation,  corredion,  chan- 
gement de  titre  ,  feuilles  mêmes  leparées ,  ou  autre- 
ment ,  fans  la  permiflionexprelfe  &  par  écrit  de  no- 
trcdite  Académie ,  ou  de  ceux  qui  auront  droit  d'elle, 
&  lés  ayans  eau  Te  ,  à  peine  de  confifcation  des  Exem- 
plaires contrefaits  >  de  dix  mille  livres  d'amende  con- 
tre chacun  des  contrevenans,  dont  un  tiers  à  Nous,  un 
tiers  à  l'Hotei-Dieu  de  Paris,  l'autre  tiers  au  Dé- 
nonciateur ,  &  de  tous  dépens ,  dommages  &  inté- 
rêts ;  à  la  charge  que  ces  Prefentes  feront  enregis- 
trées tout  au  long  (ur  le  Regittre  de  la  Communauté 
des  Imprimeurs  &  Libraires  de  Paris,  dans  trois  mois 
de  la  date  d'icelle  ;  que  l'imoreffion  defdit!^  Ouvrages 
fera  faite  dans  notre  Royaume,  ^  non  ailleurs  ;  & 
que  norredite  Académie  fe  conformera  en  tout  aux 
Réglemens  de  la  Librairie  ,  &  noramment  à  celui  du 
lo  Avril  17^,5.  &  qu'avant  que  de  les  expofer  en  ven- 
te ,  les  Manufcrits  ou  Imprimés  qui  auront  fervi  de 


Copie  à  rimprefTion  defdîts  Ouvrages ,  feront  remîs 
danéle  même  état ,  avec  les  Approbations  8c  certifi- 
cats qui  en  auront  été  donnés,  es  mains  de  notre 
très-cher  &  féal  Chevalier  Garde  des  Sceaux  de 
France  ,  le  Sieur  Ghauvelin  ;  &  qu'il  en  fera  enfuitc 
remis  deux  Exemplaires  de  chacun  dans  notre  Biblio- 
thèque publique  ,  un  dans  celle  de  notre  Château  du 
Louvre  ,  &  un  dans  celle  de  notre  très-cher  &  féal 
Chevalier  Garde  des  Sceaux  de  France  ,  le  Sieur 
Chauvelin  :  le  tout  à  peine  de  nullité  des  Préfentes  ; 
du  contenu  defqueiles  vous  mandons  &  enjoignons 
de  faire  joiiir  notredite  Académie,  ou  ceux  qui  auront 
droit  d'elle  &  Tes  ayans-caufe,  pleinement  &  paifi- 
blement ,  fans  fouifrir  qu'il  leur  toit  fait  aucun  trou- 
ble ou  empêchement  :  Voulons  que  la  copie  defdites 
Préfentes ,  qui  fera  imprimée  tout  au  long  au  corn» 
mencement  ou  à  la  fin  defdirs  Ouvrages ,  Toit  tenue 
pour  dùéraent  iignihée,  &  qu'aux  copies  collation- 
nées  par  l'un  de  nos  amés  &  féaux  Confeillers  & 
Secrétaires  ,  foi  Toit  ajoutée  comme  à  l'Original  : 
Commandons  au  premier  notre  HuilTier  ou  Sergent  , 
de  faire  pour  l'exécution  d'icciies  tous  acles  requis 
&  néceflaires  ,  fans  demander  autre  perrnilïion  ,  & 
nonobftant  Clameur  de  Haro  ,  Chartre  Normande  ^ 
&  Lettres  à  ce  contraires  :  car  tel  eft  notre  plaifir. 
Donne'  à  Fontainebleau  le  douzième  jour  du  mois 
de  Novembre  1  an  de  grâce  mil  fept  cens  trente-qua- 
tre, &  de  notre  Règne  le  vingtième. 

Par  le  Roi  en  fon  Confeil.  S  A  I  N  S  O  N. 

Kegjjtré fur  le  liegifîre  VI 11,  àe  la  Chambre  Royale 

f^  Syndicale  des  Libraires  iQr   Imprimeurs  de  Paris  , 

'N  .  75?i.    fol.   775.  conformén-ent    au  TirgUment  ds 

jjz'^.  aui  fait  défen/t-,  nrt.  ÎV.  a  totites  ferfonnes  dé 

cjuelQtie  qualité  qu'elles  foie?2t  ^  autres  nue  les  Librai^ 

res   (^  Imprimeurs  ,    de  'vendre  ,  débiter  ^  faire  ajfî- 

cher  ai-icuns   Livres^  po'-ir  les  vendre  en  leur  nom^foit 

qu'ils  s'en  difent  les  j^ute'jrs ,  ou  autrement  ^  ^  k   l^ 

charge  de  fournir  Z45   Exemplaires  prefcrits  par  VArt^ 

CVIII,  du  même  Règlement»  A  ^aris  le  i^.  Novembre 

1734^  G.  y\.XKTi-ii  ^Syndic, 
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PREMIERE    PARTIE. 

Des  moyens  quil  èîoit  le  plus  naturel 

d  employer  pour  parvenir  à  la 

mejure  des  Terrains» 

E  qu'il  femble  qu'on  a  du 
mefurer  d'abord ,  ce  font  les 
longueurs  &  les  diïlances. 

I. 

Pour  mefurer  une  longueur  quel- 
conque ,  l'expédient  que  fournit  une 


2  E  L  E  ME  N  S 

forte  de  Géométrie  naturelle ,  c'eft  de 
comparer  la  longueur  dune  mefure 
connue  à  celle  de  la  longueur  qu'on 
veut  connoître* 

IL 

A  l'égard  de  la  diftance ,  on  voit  que 

pour  mefurer  celle  qui  eft  entre  deux 

La  ligne  droî-  poînîs ,  il  faut  tirer  une  ligne  droite  de 

te  eft  la  p'us -,3  \    <,  o  ^    r\    r  1* 

courte  /un  1  un  a  1  autte  ,  oc  que  c  elt  lur  cette  li- 
ûe ,  &  par  gne  qu  il  faut  porter  la  meiure  connue, 

conféquent  la  i  r  •  f  /' 

mefure  de  la  parce  que  toutes  les  autres  fanant  ne- 

diitance  en-  rr  •  i  /  1 

tre  deux  celiairement  un  détour  plus  ou  moins 
grand ,  font  plus  longues  que  la  ligne 
droite  qui  n'en  fait  aucun. 


points. 


II L 

Outre  la  néceflîté  de  mefurer  la 
diftance  d  un  point  à  un  autre ,  il  arri- 
ve  fouvent  qu'on  eft  encore   obligé 
de  mefurer  la  diftance  d'un  point  à  une 
Planche  ligne.  Un  homme ,  par  exemple ,  placé 

première.  D  ^   [  i.         ■'  l 

FiG.  1.     en  D  fur  le  bord  d'une  rivière ,  fe  pro- 
pofe  de  fçavoir  combien  il  y  a  du  lieu 
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où  il  eft  à  lautre  bord  AB.  Il  eft  clair 
que ,  dans  ce  cas ,  pour  mefurcr  la  dit 
tance  cherchée  ,  il  faut  prendre  la  plus 
courte  de  toutes  les  lignes  droites  DA, 
DB  y  ècc.  qu'on  peut  tirer  du  point  D 
à  la  droite  AB.  Or  cette  ligne ,  k  plus 
courte  dont  on  a  befoin^  il  eft  aifé  de 
voir  que  c'eft  la  ligne  DC ,  qu'on  fup- 
pofe  ne  pancher  ni  vers  A^  ni  vers  B. 
C'eft  donc  fur  cette  ligne ,  à  laquelle    une  i.-gne 
on  a  donné  le  nom  de  perpendiculai- r"r  unTilL 
re,  qu'il  faut  porter  la  mefure  connue^  eS/^ruîdië 
pour  avoir  la  diftance  DC,  du  point  ^/''"'^IV' ^^■ 

r  -'  I  lé ,  clt  ;uT- 

D  5  à  la  droite  AB.  Mais  on  voit  auffi  Fn^^i'^'j'/'i'e 
que  pour  pofer  cette  mefure  fur  la  li- 
gne DC  ,  il  faut  que  cette  ligne  foit 
préalablement  tirée.  Il  étoit  donc  né- 
ceffaire  qu'on  eût  une  méthode  pour 
tracer  des  perpendiculaires. 

ï  V-. 

O  N  avoit  encore  befoin  d'en  tracer 
dans  une  infinité  d'autres  occafions* 
On  fixait,  par  exemple,  que  la  régu- 

Aij 
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FiG  Î.&  3.  larîté  des  figures  telles  que  ABCÛ  > 
Le  reftan-  FGHI,  appcllées  rcûangles  ,  ôc  com- 
gurJde''"qua  pof^^s  dc  quatrc  côtés  perpendiculai- 
P?ndtu?4"  ^es  les  uns  aux  autres ,  engage  à  don- 
auuTs'  ^"'^  i^c^  leurs  formes  aux  maifons  ,  à  leurs 
dedans ,  aux  jardins  y  aux  chambres  , 
aux  pans  de  murailles  5  &c. 
Etieniarré     La  première  ABCD  de  ces  figures, 
gie  donc  les  oont  Ics  quattc  cotes  lont  égaux ,  s  ap- 
foiuég^ux?  pelle  communément  quatre.    L'autre 
FGHI,   qui  n'a  que  fes  côtés  oppofés 
égaux  y  retient  le  nom  de  redangle. 

V. 

D  A  N  s  les  différentes  opérations  qUÎ 
demandent  qu'on  mène  des  perpendi- 
culaires ,  il  s'agit  y  ou  d'en  abaiiFer  fur 
une  ligne  ^  d  un  point  pris  au-dehors , 
ou  den  élever  d'un  point  placé  fur  la 
ligne  même. 
FiG.  4.         Que  du  point  C  ,  pris  dans  la  ligne 
Manirre dv- AB ,  on  veu'Ue  élever  la  ligne  CD, 
ptadicuhfrc?  perpendiculaire  à  AB  ;  il  faudra  que 
cet're  ligne  ne  panche  ni  vers  A ,  ni 
vers  B. 
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Suppofant  donc  d'abord  que  C  foit 
à  égale  diftance  de  A  &  de  B ,  &  que  la 
droite  CD  ne  panche  d'aucun  côté,  il 
eft  clair  que  chacun  des  points  de  cette 
ligne  fera  également  éloigné  de  A  6c 
de  B  ;  il  ne  s'agira  donc  plus  que  de 
trouver  un  point  quelconque  D  ,  tel 
que  fa  diftance  au  point  A  foit  égale  à 
fa  diftance  au  point  B  :  car  alors  tirant 
par  C ,  &  par  ce  point  une  ligne  droite 
CD ,  cette  ligne  fera  la  perpendiculai- 
re demandée. 

Pour  avoir  le  point  D  ^  on  pourrolt 
le  chercher  en  tâtonnant  ;  mais  le  ta- 
toonement  ne  fatibfait  pas  l'efprit,  il 
veut  une  méthode  qui  l'éclairé.  La 
voici. 

Prenez  une  commune  mefure  y  une 
corde  y  par  exemple  ^  ou  un  compas 
d'une  ouverture  déterminée ,  fuivant 
que  vous  travaillerez ,  ou  fur  le  terrain^ 
ou  fur  le  papier. 

Cette  mefure  prife,  vous  fixerez  au 
point  A  ^  ou  l'extrémité  de  la  corde  5. 

.  Aiij, 
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ou  la  pointe  du  compas^  &,  faîfant 
tourner  l'autre  pointe ,  ou  l'autre  extré- 
mité de  la  corde ,  vous  tracerez  Tare 
FDM.  Puis^  fans  changer  de  mefure, 
vous  opérerez  de  même  par  rapport  au 
point  B ,  ôc  vous  décrirez  l'arc  QDN, 
qui,  coupant  le  premier  au  point  D, 
donnera  le  point  cherché. 

Car  puifquele  point  D  appartiendra 
également  aux  deux  arcs  FDM ,  QDN 
décrits  par  le  moyen  d'une  mefure 
commune  ,  fa  diftance  au  point  A  éga- 
lera fa  diftance  au  point  B.  Donc  CD 
ne  panchera ,  ni  vers  A ,  ni  vers  B, 
Donc  cette  ligne  fera  perpendiculaire 
fur  AB. 
f ,  G.  j.  Si  le  point  C  nefe  trouve  pas  à  égale 
diftance  de  A  &  de  B ,  il  faut  prendre 
deux  autres  points  a  ai  b  ^  également 
éloignés  de  C,  &  s'en  fervir,  à  la  place 
de  A  ôc  de  B ,  pour  décrire  les  arcs 
FDM,  QDN, 

VL 

F1G.4.       S  I  une  des  traces  ;  telle  que  FDM;» 
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étoit  continuée  en  O  ,  en  E  ,  en  R,  Le  cercle  eft 

-  •     /^       ,\  ?    11  •  A  ''»   lace  entic- 

&c.  julqu  a  ce  qu  elle  rcvnit  au  même  re  que  décric 
pomt  r,  la  trace  entière  sappelleroitoiiiauncom. 
Circonférence  de  cercle  y  ou  limpie-  qu  dk  tour. 

1  ne  aiiioui  de 

ment  cercle.  l'auircpoin- 

Qu'on  ne  trace  qu'une  partie  PDM  '^* 

de  la  circonférence ,  cette  partie  fera 

appellée  arc  de  cercle. 
Le  point  fixe  A  fon  centre ,  ou  celui  Lecemreeft 

uu  cercie.  points  ^i^^^ 

Et  l'intervalle  AD  ,  fon  rayon.  .  ^ 

^  J  Le  rayon  eft 

Toute  ligne ,  comme  D AE ,  qui  paf-^Jj'j,";;'^"^;^^^ 
fe  par  le  centre  A ,  ôc  qui  fe  termine  à  pa>eit ouvert. 
la  circonférence,  eft  appellée  diamé-    ^^  ^.^^^ 
tre  ;  il  eft  évident  que  cette  lisîne  eft,7^!^^^^°^- 

J-  o  ble  ûu  rayon, 

double  du  rayon  ,  ce  qui  fait  que  le 

rayon  eft  quelquefois  nommé  demi-dia? 

métré. 

VIL 

La  manière  d'élever  une  perpendî-   fig.6. 
culaire  fur  une  ligne  AB  ,  fourriit  celle  Manière dv 
d'en  abaiiTer  une  d'un  point  quelcon-  p?rpe«dku. 
que  E  y  pris  hors  de  cette  ligne  ;  car ,  ^''^* 
plaçant  en  E ,  ou  l'extrémité  d'un  fil  y 

A      •  •  •  • 

A  iiii 
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ou  la  pointe  du  compas  ^  ôc  d  un  même 
intervalle  E  é  ,  marquant  deux  points 
a  S^b  fur  la  ligne  AB ,  on  cherchera  , 
comme  dans   l'article  précédent^  un 
'   autre  point  D^  dont  la  diftance  ^  au 
point  <^  ôc  au  point  b  ,  foit  la  même ,  ÔC 
par  ce  point  ôc  par  E ,  on  mènera  la 
droite  DE ,  qui,  ayant  chacune  de  fes 
extrémités  également  éloignées  de  a 
ôc  de  ^ ,  ôc  ne  panchant  pas  plus  vers, 
l'un  de  ces  points  que  vers  l'autre  ^  fera 
perpendiculaire  far  AB*. 

yiiL 

D  E  l'opération  précédente  fuit  la  fo-» 
lution  d'un  nouveau  Problême. 
FiG.  7.        Qu'il  s'agiffe  de  partager  une  ligne 
Couper  une  dioîte  AB  cn  deux  parties  égales.  ;  dea 
pfrd  "éga".'  points  A  ôc  B  ,  pris  comme  centres  , 
^■^'  ôc  d'une  ouverture  de  compas  quelcon- 

que ,  on  décrira  les  arcs  REI ,  GEF  , 
enfuite  des  mêmes  centres  ,  ôc  de  la, 
même  ,  ou  de  telle  autre  ouverture 
qu'on  voudra  ^  on  décrira  auffi  les  arcs. 
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PDM  5  QDN  ,  alors  la  ligne  ED  ^  qui 
joindra  les  points  d'interfeâions  E  ôc 
D  ^  coupera  AB  en  deux  parties  égales 
^u  point  C. 

IX. 

-  La  manière  de  tracer  des  perpendi- 
culaires étant  trouvée ,  rien  n'étoit  plus 
aifé  que  de  s'en  fervir  pour  faire  ces 
figures  qu'on  appelle  re£tangles ,  6c 
quarrés^  dont  on  a  parlé  dans  l'Article 
IV.  On  voit  que  pour  faire  un  quarré  Fie*. 
ABCD  5  dont  les  côtés  foient  és^aux  à    ^^'"^  "" 

■^  O  quarré  ayant 

la  ligne  donnée  K ,  il  faut  prendre  fur  ^°"  ^^^'^^ 
la  droite  GE  ^  un  intervalle  AB ,  égal  à 
K y  puis  élever  (Article  V.)  aux  points    ^ 
A  ôc  B  ^  les  perpendiculaires  AD  ^  BC  , 
chacune  égale  à  K ,  enfuite  tirer  DC, 

X. 

Si  on  vouloît  tracer  un  reâangle   ^icz, 
FGHI 5  dont  la  longueur  fut  K ,  &  la   pairc  im 
largeur  L  ,  on  feroit  FG  égale  à  K  ,  '^^tL 
enfuite  on  éievcroit  les  perpendiculai-  L"4"ar  lont 

données. 
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i;es  FI  ôc  GH,  chacune  égale  à  L,^ 

puis  on  tireroit  HI. 

X  L 

D  A  N  s  la  conftruâion  des  ouvrages, 

comme  remparts  ;  canaux ,  rues ,  ôcc. 

Les  parai-  on  a  befoin  de  mener  des  lignes  paral- 
lèles lonr  des ,    I  5    n   n    j  •  1        1  •  1  1 

lignes  toû-  leles  ;  c  elt-a-dire  y  des  lignes  dont  la 
anent  difian- pofition  folt  telle  quc  leurs  intervalles 

tes  les  unes  ^  1 

(its  auuts.   ayent  par-tout  pour  melure  des  perpen- 
diculaires de  même  longueur.  Or  pour 
mener  ces  parallèles  y  rien,  ce  femble, 
n  eft  plus  naturel  que  de  recourir  à  la 
méthode  dont  on  fe  fert  pour  tracer 
F I  G.  8.  des  redangles.  Que  AB  y  par  exemple, 
foit  un  des  côtés  ou  de  quelque  canal , 
ou  de  quelque  rempart ,  ôcc.  auquel  on 
voudra  donner  la  largeur  C  A  ;  ou  pour 
é  loncer  la  queftion  d'une  manière  plus 
géométrique  ôc  plus  générale ,  fuppo- 
Mener  une  fous  qu'on  veuille  mener  par  C  ,  la  pa- 
un^hv^ncparralleleCD  à  AB,  on  prendra,  à  vo- 
^^-^^on.^^^^^  point  B  dans  la  ligne  AB  , 

ôc  l'on  opérera  de  la  même  façon  que 
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fi ,  ayant  labafe  AB,  on  vouloir  faire 
un  reûangle  ABCD^  qui  eût  AC  pour 
hauteur.  Alors  les  lignes  CD  y  AB  , 
étant  prolongées  à  Tinfini  ,  feroient 
toujours  parallèles,  ou,  ce  qui  revient 
au  même ,  elles  ne  fe  rencomreroient 
jamais. 

XII. 

L  A  régularité  des  figures  reûangulaî- 
res  les  faifant  fouvent  employer ,  com- 
me nous  avons  déjà  dit^il  fe  trouve  blen- 
des cas  où  l'on  a  befoin  de  connoître 
leur  étendue.  Il  s'agira ,  par  exemple  , 
de  déterminer  combien  il  faut  de  ta- 
pilTerie  pour  une  chambre ,  ou  com- 
bien un  enclos  de  maifon  ,  ayant  la 
forme  d'un  reûangle  ,  doit  contenir 
d'arpens ,  ôcc. 

On  fent  que  pour  parvenir  à  ces  for- 
tes de  déterminations ,  le  moyen  le 
plus  fimple  ôc  le  plus  naturel ,  eft  de  fe 
fervir  d'une  mefure  commune ,  qui , 
àppHquée  plufieurs  fois  fur  la  furface  à 


î2  E  L  E  M  E  N  S 

mefurer^la  couvre  toute  entière.  Mé- 
thode qui  revient  à  celle  dont  on  seft 
déjà  fervi  pour  déterminer  la  longueur 
des  lignes. 

Or  il  efl:  évident  que  la  mefure  com-- 
niune  des  furfaces  ^  doit  être  elle  même 
une  furface,  par  exemple,  celle  dmie 
toife  quarrée  ,  d'un  pied  quarré ,  6cc. 
Ainfi ,  mefurer  un  reûangie,  c'eft  dé- 
terminer le  nombre  de  toi^js  quarrées, 
ou  de  pied^  quarrés ,  &c.  que  contient 
fa  lurface. 

Prenons  un  exemple ,  pour  foulage^ 
F1G.51,.  refprit.  Suppofons  que  le  reclanglç 
donné  AECD,  ait  7  pieds  de  haut  fur 
une  bafe  de  8  pieds ,  on  pourra  regar- 
der ce  leûangle  comme  partagé  en  7 
bandes ,  a  yh ,  c  y_d  ,  e  yf^  z  y  qui  con- 
tiendront chacune  8  pieds  quarrés  ;  U 
vakur  du  re£tangle  fera  donc  7  ibis  8 
pieds  quarrés  ^  ou  j^  pieds  quarrés. 

Maintenant  (ion  fe  raj^pelle  lespre^ 
miers  élémens  du  calcul  arirhmé'-lque, 
&  qu'on  fe  foiivienne  que  maitipheç 
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(îeùx  nombres,  c'eft  prendre  lun  au- 
tant de  fois  que   l'unité  eft  contenue 
dans  l'autre  ;  on  trouvera  une  parfaite 
analogie  entre  la  multiplication  ordi- 
naire ,   &  Topération  par  laquelle  on   T.amrruro 
meiure  le  rectangle.    On  verra  queng'e  c<\  \e 
multipliant  le  nombre  des  toifeSjOu  des hiiceurparf^ 
pieds  y  ôcc.  que  donne  la  hauteur ,  par 
le  nombre  des  toifes  ou  des  pieds  ,  &c. 
que  donne  fa  bafe ,  on  déterminera  la 
quantité  de  toifes  quarrées ,  ou  de  pieds^ 
quarrés,   ôcc.  que  contient  fa  fuperfî- 

ficie, 

XIIL 

Les  figures  qu'on  a  à  mefur er ,  ne 
font  pas  toujours  régulières  ,  comme. 
les  rectangles  ;  cependant  on  afouvent 
befoin  d'avoir  leur  mefure  ,  tantôt'  il 
s'agira  de  déterminer  1  étendue  d'un  ou- 
vrage conftruit  fur  un  terrain  qui  man- 
quera de  régularité  ;  tantôt  on  voudra 
fçavoir  ce  qu'une  terre  irrégulièrement 
bornée  contiendra  d  arpens  ;  il  étoit 
donc  néceffaire  qu'à  la  méthode  de 
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déterminer  l'étendue  des  rectangles  J 
on  ajoutât  celle  de  mefurerles  figures 
qui  ne  font  pas  rectangulaires. 
tes  figures      On  voit  d'abotd,  que  pour  la  pratî^ 
font  c?iies    que,  la  difficulté  ne  tombe  que  fur  la 
ncnt  des  H-    nicfurc  dcs  figurcs  reCtilignes ,  telles 
fiG.io.  que  ABCDE,  c'eft-à-dire ,  des  figures 
terminées  par  des  lignes  droites  ;  car 
que,  dans  le  contour  d un  terrain,  il  fe 
trouve  quelques  lignes  courbes,  corn- 
F 10.  II.  me  dans  la  figure  ABCDEFG  ,  il  eft 
évident  que  ces  lignes ,  partagées  en 
autant  de  parties  qu'il  fera  néceflaire 
pour  éviter  toute  erreur  fenfible,  pour- 
ront toujours  être  prifes  pour  un  affenv 
blage  de  lignes  droites. 

Cela  pofé ,  on  voit  que,  malgré  l'in- 
finie variété  des  figures  reclilignes ,  on 
peut  les  mefurer  toutes  de  la  même  fa- 
çon ,  en  les  partageant  en  figures  de 
Le  triangle  trois  cotés  nommécs   communément 

cft  une  figure       .  ^  »         r  J       1  •  / 

terminée  par  triangles  ;  cc  qu  on  lera  de  la  manière 

!irokcsT"    la  plus  fimple  ôc  la  plus  commode ,  fi , 

d'un  point  quelconque  A  du  contour 
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de  la  figure  ABCDE  ,  on  mène  les  li-    fig.  io, 
gnes  droites  AC  ^  AD ,  ôcc.  aux  points 
C^  D,  &c. 

XIV. 

I L  ne  s'agira  donc  plus  que  d'avoir 
la  mefure  des  triangles  qu'on  aura  for- 
més. Or  on  fçait  que  pour  trouver  ce 
qu'on  ignore  ,  le  moyen  le  plus  fur  eft 
de  chercher  (i  dans  ce  qu'on  connoît^ 
rien  ne  fe  rapporteroit  à  ce  qu'on  veut 
connoître  ;  mais  on  a  déjà  vu  que  tout 
reflangle  ABCD  ,  e(l  égal  au  pro  Jult  f  i  g.  u. 
de  fa  bafe  AB  par  fa  haut.::ur  CB.  Dail- 
ieurs  j  il  eft  aifé  de  s'appercevoir  que 
cette  figure  coupée  tranfverfalement 
par  la  Hgne  AC  ,  nommée  diagonale,    ta  Diago- 

Z'      ^  /  J  •  1        nie  d'un  rec- 

le  trouve  par*-agee  en  d:^ux  triangles    ngie  ciua 
égaux,  ôc  de-là  on  infère  que  chacun  ,,artagrea'' 
de  ces  triangles  égalera  la  moitié  du  gièrégaux! 
produit  de  leur  bafe  AB  ou  DC  ,  par 
leur  hauteur  CB  ou  DA. 

Il  eft  vrai  qu'il  n'arrive  guéres  que 
les  triangles  à  mefurer,  ayent  deux  d( 


le 


^'^  E  LE  M  E  N  s 

Les  trîan-  Icuts  côtés  perpendiculaircs  lun  à  Tau- 
gies  font  ceux  ttc ,  coiiime  les  triangles  AbC^  ADC, 

qui  ont  deux         ,  11  •  1  ni 

de  leurs  cô-  qu  on  appelle  triangles  rectangles  ;  mais 
dkuiaircs     rien  n'empêche  qu'on  ne  les  réduife 

Tun  à  l'autre.  ^      ,  «il  r    / 

tous  a  des  triangles  de  cette  elpece. 

Pl.  ît.       Car  que  dii  point  A  ^  fommet  d'un 

jr,e^  ^     triangle  quelconque  ABC  ^  on  abaifle 

la  perpendiculaire  AD ,  fur  la  bafe  BC^ 

le  triangle  ABCfe  trouvera  partagé  en 

deux  triangles  reâangles  ABD ,  ADC. 

Reprenant  donc  ce  qui  vient  d'être 

dit  ^  il  eft  évident  que  comme  les  deux 

triangles  ABD^ ADC  fcroiu  les  moitiés 

Un  trbndc  dcs  rectaiigles  AEBD,  ADCF^le  triai> 

<iu  reftargie'  glc  propofé  ABC  ,  fera ,  de  même ,  la 

bafc ,  &  mê-  moitié  du  rectangle  EBCF  ^  qui  aura 

BC  pour  bafe^  ôc  AD  pour  hauteur: 

mais  puifque  la   furface  du  reûangle 

EBCF  égalera  le  produit  de  la  hauteur 

Donc  fa  me-  EB  OU  AD  par  la  bafe  BC ,  le  trianoie 

fiire  clt   la  ^  .    •  /     J 

r.oitié  du    ABC  aura  pour  mefure  la  moitié  du 

produit   de  .  ■•■ 

ja  hauteur  par  produit  dc  la  bafc  BC  par  la  perpendi- 

fa  baie.  ^     .    .  T  T      T 

culaire  AD  ,  hauteur  du  triangle. 
On  a  donc  la  manière  de  mefurer 

tous 
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Vous  les  terrains  terminés  par  des  lignes 
droites,  puifqu'il  ne  s'en  trouve  aucun 
qu'on  ne  puiffe  réduire  à  des  triangles  , 
&  que  des  fommets  de  ces  triangles , 
on  fçait  abaifler  des  perpendiculaires 
jRir  leurs  bafes. 

XV. 

D  E  ce  que  dans  la  méthode  que 
nous  venons  de  donner ,  pour  mefurer 
l'aire  y  ou  la  fuperficie  des  triangles  , 
on  n'employé  que  leur  bafe  6c  leur 
hauteur,  fans  égard  à  la  longueur  de 
leurs  côtés  ,  on  tire  cette  propofitionj 
ou  ce  théorème ,  que  tous  les  triangles^  F  i  «.  2. 
tels  que  ECB ,  ACB,  qui  ont  une  bafe  Lcsmangiec 

Tl  >*  ■'1  qui  ont  même 

commune  CB  ,  &  dont  les  hauteurs  H'"'^'' ^- 

■^  me  me  ba'e  , 

EF ,  AD ,  font  égales  ,  ont  la  raême  f  ^  ^"  ^p"-* 
fuperficie. 

XVI. 

Pour  faciliter  l'intelligence  du 
principe  qui  donne  la  mefure  des 
triangles ,  nous  avons  crû  ne  devoir; 

B 
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choifir  pour  bafe  qu'un  côté  fur  lequel 
pourroit  tomber  la  perpendiculaire, 
abaiffée  du  fommet  oppofé  ^  ce  qu'on 
a  toujours  la  liberté  de  faire  ^  quand  il 
ne  s'agit  que  de  la  mefure  des  terrainSé 
Mais  parce  que  dans  la  comparaifon 
des  triangles  qui  ont  même  bafe  ^  les 
perpendiculaires  abaiffées  de  leurs  fom- 
mets  peuvent  tomber  hors  du  triangle  , 
comme  dans  la  figure  5.  ilfemble  quil 
foit  néceffaire  de  voir  fi  les  triangles  , 
îi  G.  5.  tels  que  BCG  font  dans  le  cas  des  au- 
tres ;  c'eft-à-dire ,  s'ils  font  toujours 
moitiés  des  redangles  ECBF  y  qui  ont 
la  perpendiculaire  GH  pour  hauteur. 
Mais  c'eft  de  quoi  il  eft  aifé  de  s'af* 
furer  ,  en  remarquant  que  le  trian- 
gle CGH,  fomme  des  deux  triangles 
CGB,  GBH,  eft  la  moitié  dureûangle 
ECHG,  fomme  des  deux  reûangles 
ECBF,  FBHG  ,  &  qu'ainfi  les  deux 
triangles  CGB^  GBH  ,  pris  enfemble, 
valent  la  moitié  du  reâangle  ECHG  : 
or  le  triangle  GBH,  eft  la  moitié  du 
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teflangle  FBHG  ;  donc  le  triangle 
propofé  BCG ,  eft  la  moitié  de  de  l'au- 
tre reâangle  ECBF  ,  qui  a  BC  pouc 
bafe^  &  GHpour  hauteur. 

XVI I. 

L  A  propofition  démontrée  dans  les 
trois  articles  précédens ,  peut  encore 
s'énoncer  généralement  en  ces  termes  :    f  i  g.  4; 
les  triangles  EBC  ,  ABC ,  GBC ,  font    l„  t^jg^^ 
égaux  ,  lorfqu  ils  ont  une  bafe  commu-  nlêmc  "baîT, 
ne  BC ,  &  qu'ils  font  entre  les  mêmes  L?',U?en' 
parallèles  EAG,  CBH  ;  c'eM-dire /;:/,7J,t"r 
lorfque  leurs  fommets  E  ,  A ,  G  ,  fe  [^l^Z,, 
trouvent  dans  une  même  ligne  droite 
EAG^  parallèle  à  la  droite  CB.  Car 
alors  (  Article  X  L  )  leurs   hauteurs  , 
méfurées  par  les  perpendiculaires  EF  ^ 
AD^  GH ,  font  les  mêmes» 

XVIIL 

Entre  les  différentes  figures  recllH- 
gnes  qu'on  fçait  mefurer  par  la  métho- 
de précédente ,  il  y  en  a  qui  approchent 

b  \) 
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de  la  régularité  des  re£tangles ,'  ce  fonf 
F I  <j.  f .    (jgg  efpaces  tels  que  ABCD  ^  termine's 
par  quatre  côtés ,  dont  chacun  eft  pa- 
rallèle au  côté  qui  lui  eft  oppofé.  Ces 
loVrlmmes^' ^g^^'^s  ^^^^  appellées  Parallelogram- 
gTres'^de  ^fia-  ^^^  '  ^^^^^  ^^^^  P^^^  aifécs  à  iTiefurer 
lesdtuvop-^^^^  les  autres  figures  redilignes^  les 
f^^^'J^'^f"*"  rectangles  exceptés.  Car  qu'on  partage 
le  parallélogramme  ABCD ,  en  deux 
triangles  ABC ,  ACD ,  ces  deux  trian- 
gles feront  vifiblement  égaux  :  or  com* 
me  chacun  de  ces  triangles  vaudroit  la 
moitié  du  produit  de  la  hauteur  AF  , 
Oniesme- par  la  bafc  BC,   le  parallélogramme 

(ure  en  mul-  ri  i    •  •  i 

tipiianc  leur  aura  pour  meiure  le  produit  entier  de 
icu^rTafe?'  la  bafe  BC  parla  hauteur  AF. 

XIX. 

FiG.c.our.      DE-làilfuit,  que  tous  les  paralklo- 
Les  Paraiie-  grammcs  ABCD ,  EBCF ,  qui  auront 

logrammcs  i      r  e>  *    r 

qui  ont  une  unc  baie  commune ,  &  qui  le  trouve- 

bafe  commu-  i  a  il    1  r 

ne ,  &  qui   ront  entre  les  mêmes  parallèles^  leront 

ibnt  entre  les   /  •••i       n       «r/    i  •  a 

mêmes  pa-   cgaux  \  cc  qu  il  eft  aile  de  voir ,  même 

ralieles  ,  font  «i/  i  i  '  f      f  A 

égmx  en  fu-  muépendamment  de  ce  qui  précède , 

perficie. 


DE     GEOAÏETRIE.      21 

ien  remarquant  que  le  parallélogramme 
ABCD  deviendra  le  parallélogramme 
EBCF  ;  fi  on  lui  ajoute  le  triangle 
DGF  ^  &  que  y  de  la  figure  entière 
ABCF^  on  retranche  le  triangle  ABE  ; 
qu'ainfi  les  deux  triangles  DGF ,  ABE, 
fuppofés  égaux  ^  il  fera  évident  que  le 
parallélogramme  ABGD  n'aura  point 
ciiangé  d'étendue  en  devenant  EBGF. 
Or^  pour  s'afTurer  de  l'égalité  de  ces 
deux  triangles  y  il  fiaffira  d'obferver  que 
AB  &  GD  étant  parallèles,  auffi-bien 
que  BE  ôc  GF ,  le  triangle  ABE  ne  fera 
autre  chofe  que  le  triangle  DGF  ,  qui 
aura  glifie  fur  fa  bafe  ,  de  manière  que 
le  point  A  fera  arrivé  en  D  ^  ôc  E  en 
F. 

XX. 

I L  y  a  encore  d'autres  figures  reflî- 
lignes  qu'il  efl:  aifé  de  mefurer ,  ôc  qu'on   Les  Poiigo- 

P-,.  ■..  ^  nés  réguliers 

oligones  réguliers  ,  ligures  fom  des  figu^ 

que  termment  des   cotes  égaux  ,   qui  minent  des 

ont  tous  la  même  inclinaifon  les  uns  &  égaicm-^n! 

B  iij 
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înci!n<5  les  fur  Ics  auttcs.  Telles  font  les  figures 
e?ef  ^^"^"- ABDEF,  ABDEFG,  ABDEFGH  *. 
/&  'itl  ^'  Comme  on  a  coutume  de  donner  la 
forme  fymétrique  de  ces  figures ,  aux 
baffins,  aux  fontaines ,  aux  places  pu^ 
bliques,  ôcc-  je  crois  qu'avant  que 
d'apprendre  à  les  mefurer^il  faut  voir 
de  quelle  manière  on  le«  trace, 

XXL 

Manière  de     Q  u' o  N  décrivc  une  circonférencc 

«iécrire    un      j  ■.  ,  1 

poiigoned'un  ue  ccrcie  ,  qu  on  la  partage  en  autant 

nombre  dé-      -•  .  ,        i  >  ^  i 

terminé  de    Qc  partics  cgalcs  qu  on  voildra  donner 
de  côtés  au  poligone  ;  qu'enfuite  on 
mène  les  lignes  AB  ,  BD ,  DE  ,  &c. 
par  les  points  A^B^D^E  ,  &c.  qui  parta- 
geront la  circonférence,  on  aura  le  po^ 
ligone  cherché ,  qu'on  nommera ,  ou 
Le  Pcnta- pentagone,  ou  exagone,  oueptagone, 
féT^^Exago  ou  odogone ,  ou  enneagone ,  ou  dé- 
gonl7,roc-cagone  ,  ôcc.  fuivant  qu'il  aura,   ou 

FEnneagone    ClUq ,   OU    fix  ,    OU    fept   ,    OU    huît  3    OU' 

^Jne  jor&c. neuf ,  ou  dix,  ôcc.  cotés. 
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XXIL 
Pour  avoir  la  mefure  d'un  polîgo-    Mcfurc  de 

-y,  .  -  -      la    lurfacc 

ne  régulier  ,  on  pourroit  employer  la  d\m  poh^o- 
méthode  qu'on  a  déjà  donnée  (  Article 
XIII.  )  pour  toutes  les  figures  re£tili- 
gnes  ;  mais  on  s'apper(^oit  aifément  que 
le  plus  court  eft  de  partager  le  polygo- 
ne en  triangles  égaux,  qui  ayent  tous  le 
centre  C  pour  fommet.  Car  prenant  un    F  i  g.  io; 
de  ces  triangles  ,  CBD  par  exemple , 
&  tirant  fur  la  bafe  BD ,  la  perpendi-  rapothéme 
çulaire  CK  ,  qui ,  pour  lors  fera  nom-  pcndicuhkc 

/      1,  ,     /  1  1  abaillèe  du 

mee  1  apothème  du  polygone  ,  comme  centre  de  la 

1)    .  1  .  1  11  J     •      j      fieure  fur  un 

aire  du  triangle  vaudra  le  produit  de  de  fcs  côtés. 

la  bafe  BD  ,  par  la  moitié  de  CK  ,  ce 
produit  5  pris  autant  de  fois  que  le  po- 
lygone aura  de  côtés  ,  donnera  Faire 
de  la  figure  entière, 

XXL 

Q  u'  o  N  ne  partageât  la  cîrconféren-* 
ce  du  cercle  qu'en  trois  parties  éga- 
les^ on  formeroit  un  triangle  nommé 

B  iiij 
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Le  triangle  communémeiit  Triangle  équilateral  J 

éguilateralelt         ,  a  *  rr 

celui  dont  les  qu  on  partageât  cette  circonrerence  en 

trois  côtés  '         i       ^  r 

font  égaux,  quatre  parties  égaies  ^  on  tormeroit  un 
quarré  ;  mais  ces  deux  figures,  les  plus 
iîmples  de  tous  les  polygones ,  peuvent 
aifément  fe  tracer,  fans  qu'il  foit  nécef- 
faire  d'avoir  recours  à  la  divilîon  du  cer- 
cle ;  c'eft  ce  qu'on  a  déjà  vu  (Art.  IX.) 
pour  le  quarré.  A  Tégard  du  triangle 
Manière  de  équiktéral ,  il  eft  aifé  de  s'appercevoir 

Je  décrire,  ^^g  pour  Ic  décrire  fur  une  bafe  don- 
Fio.  ii.née  AB,  il  faut  que  des  points  A  ôc  B, 
comme  centres,  &  d  une  ouverture  do 
compas  égale  à  AB ,  on  trace  les  arcs 
DGF  ôc  GCH  ,  qu'enfuite  des  points 
A  ôc  B  on  mène  les  lignes  AC,  BC,  au 
point  C,  feclion  commune  des  deux 
?^rcs  DGF  ,   QGH  ,   &   fommet  du 

triangle. 

XXIV. 

A  la  méthode  de  décrire  géométri- 
quement le  triangle  équilateral  ôc  le 
quarré  ,  les  premiers  de  tous  les  poly- 
gones ;  je  pourrois  joindre  celle  de  tra^ 
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cer  géométriquement  un  pentagone, 
comme  plufieurs  Auteurs  l'ont  fait  dans 
les  Elémens  qu'ils  nous  ont  donnés  ; 
mais  parce  que  les  Commençans ,  pour 
qui  feuls  nous  travaillons  ici ,  n'apper- 
cevroient  qu'avec  peine  la  route  qu'a 
dû  fuivre  l'efprit ,  en  cherchant  la  ma- 
nière de  tracer  cette  figure  ;  route  que 
l'Algèbre  nous  met  à  portée  de  décou- 
vrir, nous  nous  croyons  obligés  de  ren-» 
voyer  la  defcription  du  pentagone  au 
Traité  qui  fuivra  celui-ci ,  &  dans  le- 
quel on  joindra  cette  defcription  à  celle 
de  tous  les  autres  polygones  qui  auront 
un  plus  grand  nombre  de  côtés,  &  qui, 
fans  le  fecours  de  l'Algèbre ,  ne  pour- 
roient  être  décrits  géométriquement. 

Des  polygones  qui  ont  plus  de  cinq 
côtés ,  ôc  que  je  dis  ne  pouvoir  être 
décrits  que  par  le  moyen  du  calcul  al- 
gébrique y  il  en  faut  excepter  ceux  de 
6  y  de  1 2,  de  24. ,  de  48  ,  ôcc.  côtés ,  & 
ceux  de  8  ,  de  1 5 ,  de  3  2  ,  de  54 ,  ôcc. 
côtés  ;  qu'on  peut  aifément  décrire  par 
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les  méthodes  que  fournit  la  Géométrie 
élémentaire  ^  comme  on  le  verra  à  la 
fin  de  cette  première  Partie. 

•     XXV. 

Je  reviens  à  la  mefure  des  Terrains  ^ 
&  je  vois  que  ceux  qu'on  veut  mefu- 
,  rer ,  font  fouvent  tels  qu'ils  fo  refufent 
aux  opérations  que  prefcrivent  les  mé- 
thodes précédentes. 
F I  G.  1 2.  Je  fuppofo  que  ABCDE  foit  la  figu- 
re d'un  champ ,  d'un  enclos ,  ôcc.  dont 
on  voudra  avoir  la  mefiire..  Suivant 
ce  qu'on  a  vu  ,  il  faudroit  partager 
ABCDE  en  triangles  tels  que  ABC  y 
ACD  ,  ADE  .;  enfoite  mefiirer  ces 
triangles  ,  après  avoir  abaiffé  les  per- 
pendiculaires EF ,  CH ,  BG  :  mais  que 
dans  Fefpace  ABCDE,  il  fe  trouve 
quelque  obftacle,  une  élévation  par 
exemple ,  un  bois ,  un  étang ,  &c.  qui 
empêche  qu'on  ne  mène  les  lignes  dont 
on  aura  befoin ,  que  faudra-t4l  faire 
alors  ?  quelle  méthode  faudra<41  fiiivre 
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pour  remédier  à  l'inconvénient  du  ter- 
rain ?  Celle  qui  fe  préfente  d'abord  à  l'ef- 
prit,  c'eft  de  choifir  quelque  terrain  plat, 
fur  lequel  on  puiffc  aifément  opérer  , 
&  de  décrire  fur  ce  terrain  des  trian- 
gles égaux ,  &  femblables  aux  triangles 
ABC ,  ACD  y  &c.  Voyons  comment 
on  s'y  prendra ,  pour  former  le$  nou- 
veaux triangles. 

XXVL 

Commençons  par  fuppofer  que  pl.  m, 
Tobftacle  fe  trouve  dans  l'intérieur  du  Fig.  i. 
triangle  ABC,  dont  les  côtés  feront  connoirranc 

«5  'Il       ^  les  trois  cô- 

connus  ,    &  quon  veuille  tracer  un  tés  d'un  man- 
triangle  égal  ôc  femblable  fur  le  ter- ?,„  aiure'^ 

■[•/-jî-i  j  If.  i«     triangle  qui 

ram  choili ,  d  abord  on  décrira  une  li-  lui  roit  égai, 
gne  DE  égale  au  côté  AB  ,  enfuitepiG.i.&i. 
prenant  une  corde  de  la  longueur  BC , 
&  fixant  une  de  fes  extrémités  en  E,  on 
décrira  Tare  IFG  y  qui  aura  la  aorde 
pour  rayon  ;  &  parle  moyen  d'une  au- 
tre corde ,  prife  égale  à  AC  ,  ôc  dont 
pn  attachera  pareillement  un  des  bouts 
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en  D  ,  on  tracera  lare  KFH,  qui  cou- 
pera le  premier  au  point  F  ;  alors  me-^ 
nant  les  lignes  D  F  ôc  FE^  on  aura 
un  triangle  DEF  ^  égal  &c  ferablable  au 
triangle  propofé  ABC  ;  ce  qui  eft  évi- 
dent :  car  les  côtés  DF  &  EF,  qui  s'u- 
niront au  point  F  ^  étant  refpedive- 
ment  égaux  aux  côtés  AC  &  BG ,  unis 
au  point  C  ,  ôc  la  bafe  DE  ayant  été' 
prife  égale  à  AB  ,  il  ne  feroit  pas  polfi- 
ble  que  la  pofition  des  lignes  DF  &. 
EFfurDE,  fut  différente  de  la  pofi- 
tion des  lignes  AC  &:  BC  fur  AB.  jj 
eft  vrai  qu'on  pourroi:  prendre  les  li- 
gnes D/,  E/,  au  deiïous  de  DE  ; 
mais  le  triangle  fe  retrouvcroit  encore 
le  même ,  il  feroit  fimplement  ren-? 
verfé. 

XX  VIL 

S I  on  ne  pouvoît  mefurer  que  deux 

Fie. 3.  des  trois  côtés  du  triangle  ABC^  les 

deux  côtés  AB ,  BC ,  par  exemple  ;  ii 

eft  clair  qu'avec  cela  feul^  on  ne  pour- 
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toît  pas  déterminer  un  fécond  triangle 
égal  &  fembkble  à  ABC.  Car  quoi-  F1G.3.&4. 
qu  on  eût  pris  DE ,  égal  à  BC ,  & 
DF  ^  égal  à  B A ,  on  ne  fçauroit  quel- 
le pofition  donner  à  celle-ci ,  relative^ 
ment  à  Tautre.  Pour  lever  cette  diffi- 
culté ,  la  reffource  qui  fe  préfente  eft 
fimple  :  on  fait  pancher  DF  ,  de  la 
même  manière  fur  DE  ,  que  AB  pan- 
che  fur   BC  ,  ou  ,  pour  s'exprimer    un  aneic 

■x  r^  j  /  1  \    eft   l'incli- 

comme  les  vjéométres ,  on  donne  a  miion  d  une 

1'  1       T7T\T7  1  A  ^  »\    ligne  fur  UQC 

angle  Jb  DE  la  même  ouverture  qu  a  autre. 

Fangle  ABC. 

X  X  V 1 1 L 

Pour  faire  cette  opération  ^  on  xîaniere  de 
prend  un  inftrument  tel  que  a  hc  ^comr  gt^'é  jl"  """" 
pofé  de  deux  régies  qui  puiffent  tour- 
ner autour  de  ^  5  ôc  l'on  pofe  ces  régies.- 
fur  les  côtés  AB ,  &  BC.  Par-là  elles 
font  entr'elles  le  même  angle  que  les 
côtés  AB  ôc  BC.  Plaçant  donc  la  régie 
^^  fur  la  bafe  DE  ,  de  manière  qae  le 
centre  b  réponde  au  poiixt  D  ^  ôc  que 


a  un 
aiurc. 
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î'ouvertute  de  l'iiiftiument  refte  tôû-- 
jours  la  même  ,  la  régie  a  h  donnera  la 
pofition  de  la  ligne  DF ,  qui  fera ,  avec 
la  ligne  DE ,  Tangle  FDE ,  égal  à  l'an- 
gle ABC.  Or  la  ligne  DF  aura  été  pri* 
fe  de  même  longueur  que  BA.  Donc  il 
ne  s'agira  plus  que  de  mener  par  F  ôc 
par  E  la  droite  FE  ,  pour  avoir  le 
triangle  FED  entièrement  égal>  ôc 
femblable  au  triangle  ABC*  Pratique 
fmiple  y  qui  fuppofe  ce  principe  évî- 
t)eux  côtés,  dent ,  qu'un  triangle  eft  déterminé  par 
compris^     la  longueur  de  deux  de  fes  côtés  ,  & 

étant  don-  -  ,  » 

nés ,  le  triaiv  par  kur  ouverture  ;  ou  ^  ce  qui  revient 
E€m>iné/  au  même  ^  qu*un  triangle  eft  égal  à  un 
autre ,  lorfque  deux  de  leurs  côtés  font 
refpeûivement  égaux,  &  que  l'angle 
compris  entre  ces  côtés  eft  également 
ouvert, 

O  N  pourroit  encore  faire  l'angle 
Fi  G.  5.  FDE  égal  à  l'angle  ABC,  de  la  ma- 
nière fuivante. 


& 
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.   Du  centre  B ,  &  d'un  intervalle  quel-  seconcîema- 
conque  B  a ,  décrivez  un  arc  ^  A  r  ;  en-  "Jfan^t  égli 
fuite  du  centre  D ,  &  du  même  inter-  ^  ""  """"^ 
valle ,  tracez  Tare  e  if\  alors  vous  n'au* 
rez  plus  qu'à  chercher  un  point/,  qui 
foît  placé  fur  l'arc  e  ifàQ  la  même  ma- 
nière que  ^,  fe  trouvera  placé  fur  l'arc 
c  ha.  Or  vous  trouverez  facilement  le   ta  corrie 
point/,  en  vous  fervant  de  la  droite  cercle ,  e(i  i» 

/-    .  1        1  r/^     •    •  1*         •      droite    que 

ac  ,  qui ,  luivant  la dehnition  ordinal- terminent  ics 
re,  fe  nommera  la  corde  de  lare  ah  c^  mués  de  " 

Tare 

Car  fi  y  du  centre  e ,  ôc  d'un  inter- 
valle égalai  r,  vous  décrivez  l'arc  Ifky 
l'interfeûion  des  deux  arcs  eif^  Ifky 
yous  donnera  le  point  cherché  f. 

Tirez  enfuite  par  D  &  par  f^  la  ligne 
D/F  ,  vous  aurez  langle  FDE  égal  à 
l'angle  ABC.  Ce  qui  eft  évident  f  Arti- 
cle XXVI.)  puifque  les  triangles  B  a  Cy 
"Dfe  y  feront  entièrement  égaux ,  6c 
femblables  dans  toutes  leurs  parties. 

XXX. 

J-.  o  R  s  Q  u'o  N  veut  faire  le  triangle 
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riG.3.  &  4.  FDE  égal  au  triangle  ABC  ,  s'il  arrive 

qu'on  ne  puiffe  mefurer  qu'un  des  cô- 

Deux  aneics  tés  y  BC  par  cxemplc  y  on  a  recours  aux 

&    un    côté  I  A    Ti^-^  é     ^T^  r»    .  .-y 

déterminent  aHgles  ABC  &  ACB.  Ayant  fait  DE 
'^"""^^''  égal  à  BC ,  on  place  les  lignes  FD  & 
FE  p  de  manière  qu'elles  falTent  ^  avec 
DE,  les  mêmes  angles  que  AB  ôc  AC 
font  avec  BC  :  alors  ,  par  la  rencontre 
de  ces  lignes  ,  on  a  le  triangle  FDE 
égal  ôc  femblable  au  triangle  ABC.  Le 
principe  que  fuppofe  cette  opération  , 
eft  de  lui-même  lî  fimple ,  qu'il  n'a  pas 
befoin  d'être  démontré. 

XXXI. 

îiG.  ?•      Si  des  trois  côtés  du  triangle  ABC^ 

on  lie  pouvoir  mefurer  que  la  bafe  BC, 

le  triangle  &  qu'on  fçût  d'aiUeuts  que  ce  triangle 

îui%ui  a    fût  ifocéle  ;  c'eft-à-dire  ,  que  les  deux 

é^lxT  '    côtés  AB  &  AC  y  fuffent  égaux  :  il  eft 

.    évident  qu'il  fuffiroit  de  mefurer  un  des 

deux  angles  ABC,  ACB  ;  car  alors 

l'autre  lui  feroit  égal. 

On  en  voit  aifément  la  raifon ,  fi  01 

fe 
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fe  repiéfentc  ce  qui  arrivcroit,  en  fup- 
pofant  que  les  deux  côtés  AB  ^  AC ,  du 
triangle  ABC^  fuffent  d'abord  couchés 
fur  BD  ^  &  fur  CE  y  prolongemens  de 
la  bafe  BC ,  &  qu'enfuite  on  les  relevât 
pour  réunir  leurs  extrémités  au  point  A; 
car  alors  l'égalité  de  ct^  deux  cotés  les 
empêcheroit  de  faire  plus  de  chemin 
l'un  que  l'autre.  Donc  étant  joints  y  ils 
pancheroient  également  fur  la  bafe  BC.  Les  nngies 
Donc  l'angle  ABC  feroit  égal  à  l'angle  fo^m  avec*il  ^ 

k  f^Ty  bafe  ,    l'ont 

i\\^5j»  égaux  cn« 

X  X  X I L 

Pour  revenir  à  la  mefure  des  Ter- 
rains y  on  verra  que  quels  que  foient  les 
obftacles  qu'on  pourra  rencontrer  dans 
leur  intérieur  y  il  fera  aifé  y  par  la  mé- 
thode précédente  y  de  tranfporter  fur 
un  terrain  libre,  tous  les  triangles  qui 
partageront  Fefpacc  qu'on  voudra  me- 
furer. 

Suppofons  y  par  exemple  y  que  vous 
voululïïcz  mefurer  un  bois  y  dont  la 
figure  fut  ABGDEFG.  F  i..  t. 
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D'abord  vous  prendriez  un  triangle 
égal  à  ABC  ^  ce  que  vous  pourriez  faire 
fans  entrer  dans  l'intérieur  de  ce  trian- 
gle ,  en  mefurant  les  deux  côtés  AB , 
BC  ^  ôc  l'angle  compris  CBA. 

Ce  triangle  décrit  donneroit  Tangle 
BCA^  ôc  la  longueur  de  AC ,  6c  com- 
me vous  pourriez  mefurer  le  côté  exté- 
rieur DC  y  vous  auriez  dans  le  triangle 
CAD  y  les  côtes  DC,  ôc  CA.  Quant 
à  l'angle  DCA  ,  vous  le  trouveriez  en 
"Fi  G.  s.pî*^!^^^^  d'abord  fangle  IKL ,  égala 
&^-   *     l'angle  DCB,    enfuite  l'angle  LKO  ^ 
égal  à  Fangle  BCA^  ce  qui  vous  don- 
,     neroit  l'angle  reliant  IKO ,  égal  à  l'an- 
gle cherché  DCA* 

Le  triangle  ADC  ,  aînfi  déterminé 
par  les  deux  côtés  DC  ôc  CA  ,  ôc  par 
l'angle  compris  DCA  ,  vous  connoî- 
triez  de  même  le  triangle  D  AG  ,  ôc  le 
refte  de  la  figure. 

XXXIIL 

L  A  méthode  qu'on  vient  de  donner 
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pour  mefurer  les  terrains ,  dans  lefqucls 
on  ne  fçauroit  tirer  de  lignes ,  fait  fou- 
vent  naître  de  grandes  difficultés  dans 
la  pratique.  On  trouve  rarement  un  eC- 
pace  uni  &  libre  ,  affez  grand  pour  fai- 
re des  triangles  égaux  à  ceux  du  terrain 
dont  on  cherche  la  mefure.  Et  même 
quand  on  en  trouveroit  y  la  grande  lon- 
gueur des  côtés  des  triangles  y  pourroit 
rendre  les  opérations  très-difficiles  : 
abaiffer  une  perpendiculaire  fur  une  li- 
gne d'un  point  qui  en  eft  éloigné  feule- 
ment de  joo  toifes,  ce  feroit  un  ou- 
vrage extrêmement  pénible  ^  &  peut- 
être  impraticable.  Il  importe  donc  d'a- 
voir un  moyen  quifupplée  à  ces  gran- 
des opérations. 

Ce  moyen  s'oiTre  comme  de  lui-mê-    p  l.  ly^ 
me.  Il  vient  bientôt  dans  l'efprit  de  re- 
préfenter  la  figure  à  mefurer  ABCDE ,    f  i  g.  i. 
par  une  figure  femblable  aêfcde  ^  mais  ^  ^• 
plus  petite  3  dans  laquelle  ,  par  exem- 
ple ^  le  côté  ^/^  foit  de  100  pouces,  Ci 
le  côté  AB  eft  de  îoo   toifes,  le  côté 

Cij 
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b  c  de  45*  pouces  ,  fi  BC  eft  de  45*  toî- 
fes  ,  ôc  de  conclure  enfuite  que  fi  l'é- 
tendue de  la  figure  réduite  ab  c  de  ^ 
eft  de  d'oc 00  pouces  quarrés  ^  celle  de 
k  figure  ABCDE  doit  être  de  doooo 
toifes  quarrées. 

Mais ,  avant  toutes  chofes  y  il  faut 
fçavoir  en  quoi  confifte  la  refîemblance 
de  deux  figures. 

-XXXIV. 

Ôr  pour  peu  qu W  y  réfléchîfTe; 
Fn  quoi  on  reconnoîtra  bientôt  que  deux  figu- 
reiiVmbiance  ^^^s  ABCDE  y  abcdc  y  pour  êttc  fcmbla- 
blés ,  doivent  être  telles  que  les  angles 
A^B,C,  D,  E,  de  la  grande ,  foient 
égaux  aux  angles  a  yb  ^c  y  d  ^  e ,  de  la 
petite  y  &  que  y  de  plus  y  les  côtés  ^tb  , 
bc ^  cd^  ôcc.  de  la  petite,  contiennent 
autant  de  parties  p  y  que  les  côtés  AB  , 
BC  y  CD  y  ôcc.  de  la  grande  ^  contien- 
nent de  parties  P. 


rfe  deux   û 
gurcs. 


DE    GEOMETRIE.       37 
XXXV. 

Pour  exprimer  cette  féconde 
condition  y  les  Géomètres  difent ,  qu'il 
faut  que  les  côtés  AB  ^  BC ,  CD  ,  &c. 
foient  proportionnels  aux  côtés  ai? ,  bc  j 
cdy  ôcc.  ;  ou  que  le  côté  AB  contienne 
ab  5  de  la  même  manière  que  BG  con* 
tient  bc  y  &c.  ;  ou  que  le  côté  AB  foit; 
aulTi  grand  ,  par  rapport  2iab  y  que  BC 
1  eft  par  rapport  à  bc ,  &c.  ;  ou  encore , 
qu'il  y  ait  même  raifon^  ou  même  rap- 
port entre  AB  &cab  y  qu'entre  BC  &ç 
bc  y  ôcc.  ;  ou  enfin,  que  AB  foit  à  ^^  , 
comme,  BC  \bc  y  ôcc.  Toutes  façons 
d'exprimer  la  même  chofe  y  mais  qu'il 
faut  fe  rendre  familières ,  pour  enten-» 
dre  le  langage  des  Géomètres, 

XXXVL 

A  p  R  e'  s  avoir  vu  en  quoi  confifte 
la  reffemblance  de  deux  fip;ures ,  cher-  ,,   ., 

O  -^  Manière  de 

chons  quelle  voie  la  Nature  nous  indi^^^''^  "''^  ^- 

ty.x{:  Icmbla- 

que  pour  tracer  une  fissure  femblable  à  ^^^^^  "^ 

C.. . 


;ie  au- 
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une  autre.  Pour  cela  ^  repréfentons-^ 
nous  un  Deflinateur,  qui  veut  copier 
une  figure  en  la  réduifant. 

D'abord  prenant  ab  ,  pour  reprefen- 
ter  la  bafe  AB  de  la  figure  à  copier 
ABCDE  ^  il  incline  Hir  ab  les  côtés  ae 
&  ^r ,  de  la  même  façon  que  AE  ôc 
BC  font  inclinés  fur  AB ,  en  obfervant 
que  les  longueurs  de  ae  ôc  de  ^r,  foient 
à  celle  de  ab  ^  comme  les  longueurs 
de  AE  &  de  BC  font  à  celle  de  AB  ; 
c'eft-à-dire  ^  que  fi  AE  ^  par  exemple  ^ 
eft  la  moitié  de  AB  ^  il  fait  ae  égal  à  la 
moitié  de  ^^  ^  ôc  qu'il  en  ufe  de  même 
pour  déterminer  la  longueur  de  bc  ^  re- 
lativement à  BC. 

Ayant  ainfi  déterminé  les  points  e  ôc 
f  ^  il  trace  deux  lignes  cd^cdj  qu'il  in- 
cline fur  ea  ôc  fur  cb ,  de  la  même  ma- 
nière que  ED  ôc  CD  font  inclinés  fur 
EA  ôc  fur  CB  ^  ôc  prolongeant  ces  li- 
gnes jufqu'à  ce  qu'elles  fe  rencontrent 
f  a  ^j,  il  achevé  fa  figure  abcdc^ 
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XXXVIL 

Qu'on  réfldchiffe  préfentement  fur 
cette  conftrufldon  ,  on  verra  qu'elle 
n'eft  appuyée  que  fur  l'égalité  qui  c(t 
entre  les  angles  E  y  A  ^B  ^C  ^  6ce  ^  a, 
i  yC  yàL  fur  la  proportionalité  des  côtés 
EA ,  ^B  y  BC  ,  ÔC  des  côtés  ea,  ab  y 
bc  ;  qu  ainfi  la  figure  fe  trouve  finie  , 
fans  qu'on  ait  pris  l'angle  d  ^  égal  à  l'an- 
gle D  y  ni  les  côtés  ed  y  cd  ^  proportion- 
nels aux  côtés  ED  ,  CD  ;  réflexion  , 
qui  d'abord  pourroit  faire  craindre  que 
l'angle  d  ne  fût  effeftivement  pas  égal  à 
l'angle  D^  ni  les  côtés  edy  cd  ^  propor- 
tionnels aux  côtés  ED ,  CD  y  ôc  que  , 
par  conféquent  y  la  figure  abcde  ne  fe 
trouvât  pas  entièrement  femblable  à  la 
figure  ABCDE  ;  mais  n'eût-on  que  l'ex- 
périence pour  fe  rafTurer  y  ce  doute  fe 
difiîperoit  bientôt  ;  outre  que  pour  peu 
d'attention  qu'on  y  fafle ,  on  fent  que 
de  l'égalité  refpe£tive  des  quatre  angles 

^^     hyjj   y       C    y        Ôi    C   y    a  y    Ù    y     C    y        ÔC     dC     U 

/^      •  •  •  • 


4P  P  L  E  M  E  N  S 

propcrtionalité  des  trois  côtés  EA , 
AB  ^  BC  y  biea  yuh  ^bc  ^  réfulte  né- 
cefTairement  l'égalité  des  angles  T> ,  d  y 
èc  la  propoxtionnalité  des  côtés  ED  , 
CD  y  &Led ,  cd. 

Cependant^  pour  écarter  tout  foup- 
çon  y  faifons  voir  que  toutes  les  condi- 
tions que  demande  la  reffembl^ce  de 
deux  figures ,  font  néceffairement  dé- 
pendantes les  une^  des  autres  ;  ce  qui 
nous  fera  aifé  de  faire  y  en  examinant 
d'abord  les  triangles  ^  qui  font  les  figu- 
res les  plus  fimples,  ôc  qui  entrent  né- 
çeflai rement  dans  la  compofition  de 
toutes  les  autres  ;  examen  qui  nous  con- 
.  duira  à  toutes  les  propriétés  ôc  à  tous 
les  ufages  des  figures  femblables, 

XXXVIIL 

Fï<».  S.&  4.    Supposons  que  fur  la  bafe  al?  on 

Si  deux  an-  ,  1*1/ 

gk-,  d'un     trace  le  tnangie  abc ,  en  ne  prenant  que 

triangle    font  11///  , 

ég^ux  à  deux  les  angles  c^ib  ^  cba  ,  égaux  aux  angles 
J'me'tcian-  CAB,  CBA^  du  triauglc  AEC^  on  s'alTu- 
gîe ,  ie  uoi-  j.^^^  premièrement  que  le  tj^oifiçme  an- 
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gle  acù  égalcrq,  le  troilicme  angle  ACB.  n^mc  nngie 
Car  foit  pofc5  le  triangle  aie  fur  leicraietroiné 

1     '  A  T)  /^       1  '  y  1  .me  angle  de 

tvianglç  AJdC  ,  de  manière  que  le  point  Pautrc. 
a  fe  trouve  fur  le  point  A  ,  ^^  fur  AB  , 
ac  fur  AC  ;  il  eft  clair  que  ce  fera  paraL 
Içle  à  CB  y  Ôc  cela  parce  que  le  côté  c^ 
prolongé,  ne  pourroit  rencontrer  le 
côté  CB  ,  que  les  deux  lignes  ne  pen* 
chalTent  inégalement  fur  AB ,  &  que  y 
par  conféquent ,  les  angles  c/?a  ôc  ÇBA 
fuffent  inégaux  ;  ce  qui  feroit  contre  la 
fuppofition. 

Comme  ,  de  Tégalité  des  angles  cia 
&  CB  A,  il  fuivra  que  les  lignes  cè^  CB, 
feront  parallèles  y  du  parallelifme  de 
ces  lignes  ,  il  fuivra  auffi  que  les  angles 
A(^è)  ACB  y  feront  égaux  ;  ce  qu'il  s'a- 
giiTpit  de  prouver. 

XXXIX, 


ixtnan- 


Maintenant  faifons  voir  que  Deux 
les  côtés  qui  fe  répondent  dans  deux  fn"i«'ionl'' 
triangles  acl^  &  ACB ,  qui  ont  les  mê-  n'^nf égaux, 
mes  angles  y  font  proportionnels,.         tés  Xor-' 


iionn';ls. 
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Pour  fixer  nos  idées  /  fuppofons 
dabord  que  ab  fbit  la  moitié  de  AB  ;  il 
faudra  que  nous  prouvions  que  ac  fera 
auffi  la  moitié  de  AC ,  &  bc  la  moitié 
de  BC.  Que  atb ,  ainfi  que  dans  TArti* 
cle  précédent ,  ait  encore  la  pofition 
Acb  ^  fi  on  mène  c^^  parallelle  à  AB  y  il 
eft  clair  que  cqtxq  ligne  égalera  ^B ,  ou 
Kb  y  ôc  que  gB  Valera  de  même  cbn. 
Or  comme  les  angles  cgC  &  Ccgy  fe- 
ront manifeftement  égaux  aux  angles 
cbA  y  &  .  Aé  y  le  triangle  Ccg ,  égalera 
le  triangle  cAb,  (  Article  XXX.  )  Donc 
on  aura  Cr  égal  ï  Ac  y  &  Cg  égal  à  cb 
ou  à  ;^B.  Donc  Ac  ou  ac  fera  moitié  de 
FiG.3.  &  5.  ^^  ^C  y  &c  cb  moitié  de  CB* 

Si  ab  étoit  contenu  trois  y  quatre  y  ou 
tel  autre  nombre  de  fois  qu'on  vou- 
droit,  dans  AB,  il  feroit  également 
aifé  de  démontrer  que  ac  feroit  conte-- 
nu  le  même  nombre  de  fois  dans  AC  , 
&  cb  dans  CB.  Car  des  points  de  divi- 
fïon  b  yfy  de  la  bafe  AB  y  menant  bc  y 
fhy&^ç.  parallèles  à  BC  >  onpouiroit; 


> 
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placer  !e  long  de  AC,  trois,  quatre, 
ôcc.  triangles  Ar^,  cfjg ,  hCi ,  ôcc.  égaux 
au  triangle  acb. 

Mais  que^^,  au  lieu  d'être  conte- p^^j.ex^. 
nu  exaftement  un  certain  nombre  de 
fois  dans  AB  ,  n'y  fïit  contenu  qu'avec 
quelque  fraflion,  deux  fois  &  demie, par 
exemple  ,  on  prouveroit  que  ac  feroît 
auffi  contenu  deux  fois  &  demie  dans 
AC,  &  bc  deux;  fois  ôc  demie  dans  BC- 
Car ,  quand  par  le  moyen  des  paral- 
lèles bc  y  fhj  on  auroit  placé  le  long 
de  AC,  les  deux  triangles  Kcb^  chg^ 
égaux  à  acby  il  refteroit  entre  les  deux 
parallèles  hf&L  CB,  de  quoi  placer  un 
triangle  Chi ,  dont  les  côtés  feroient 
moitiés  des  côtés  de  cKb  ;  ce  qui  efi:  évi- 
dent, puifque  par  la  fuppofition,/B  fe-* 
toit  la  moitié  de  Kb ,   ôc  que  la  bafe  hi 
du  triangle  Chi  égaleroit/B ,  à  caufe 
des  parallèles  hfy  CB.  Donc ,  en  géné- 
r^il ,  lorfque  deux  triangles  ABC ,  abc  y 
ont  les  mêmes  angles ,  ces  triangles  , 
nommés  triangles  femblables,  ont  leurs 
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côtés  proportionnels ,  ou ,  ce  qui  re^ 
vient  abfolument  au  même,  les  côtés 
AB ,  BC ,  AC ,  de  l'un  de  ces  triangles 
ABC,  contiennent  le  même  nombre 
de  parties  P ,,  que  Içs  côtés  al?  ^bc  ,ac  y 
de  l'autre  triangle  abc ,  contiennent  de 
parties  f,  P  étant  le  pied,  la  toife,  ôcc. 
ou ,  en  général,  Féchelie  avec  laquelle 
ABC ,  a  été  conftruit ,  6c  /^  celle  dont 
on.  s'eft  fervi  en  conftruifant  abc^_ 

XL. 

D  E  la  propofition  que  nous  venons 
de  démontrer ,  fe  tire  naturellement  la 
fôlution  d'un  problême  fouvent  utile 
dans  la  pratique. 

On  demande  qu'une  ligne  foit  divifée 

Uivifcrune  t  j  /    1  •         /       i 

ligne  en  tant  Q\\  \xi\  nouibrc  donné  de  parties  égales  ; 

de  parties  .   ^  •     r  •  \    i  /   '     / 

<gaics  qu'on  ce  qui  le  pourroit  taire,  a  la  vente,  en 
tâtonnant  ;  mais  jamais  avec  cette  lu- 
reté  que  donne  l'exactitude  géométri- 
que. 
Suppofons ,  par  exemple ,  qu'on  ait  \ 
^^'  ^'  djviferAB  en  trois  parties  égales  ,  ori 
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COrilmence  par  tirer  une  ligne  indéfinie 
AQ  qui  fafle  un  angle  quelconque  av  ce 
AB^enfuite  on  porte  fur  cette  ligne  trois 
parties  égales  A^  ^  ch^  hC  ,  d'une  ou- 
verture de  compas  prife  à  volonté ,  puis 
on  tire  CB  ,  ôc  l'on  mène  à  cette 
droite  les  parallèles  cby  hfj  par-là,  AB, 
coupée  aux  points  b  &cfyk  trouve  par- 
tagée en  trois  parties  égales  ;  ce  qui  eft 
clair  par  lArticle  précédent. 

XLI. 

Si  on  vouloit  divifer  une  ligne  en  ccquec-cft 
iin  nombre  fra£tiomiaire  de    p^^tties ,  ^^ÏJ^"^^^^^^^^^ 
comme  deux  &  demie  ,  trois  &  un  nXf  t^^s 
quart ,  ècc.  ou  bien ,  qu'on  fe  proposât  Joni!neV\, 
en  général,  de  divifer  la  lic^ne  AB  au  ^^  "°'''*'- 
point  è  ,  en  forte  que  AB  fut  à  Ai , 
comme  la  ligne  NO  à  la  ligne  MQ  ; 
on  voit  encore ,  que  la  folution  du  pro- 
blême dépendroit  de  l'Art.  XXXIX  ; 
c'eft-à-dire  ,  qu'il  faudroit  tirer  par  A 
une  droite   quelconque  ,  prendre  fur 
cette  droite  Ac  ôc  AC ,  égales  à  MQ> 
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ôc  à  NO,  ôc  enfuite  mener  ch^  parallèle 
à  CB  ;  alors  le  point  b  feroit  le  point 
cherché. 

Les  Géomètres  énoncent  de  cette 
autre  manière  le  problême  que  nous 
venons  de  réfoudre.  Trouver  à  trois  li* 
gnes  NO  ,  MQ ,  AB  y  une  quatrième 
proportionnelle. 

X  L  1 1. 

FiG,7*&s.  Il  eft  évident  que  deux  triangles 
Les  hauteurs  femblables  ABC,  abc  ^  auront,  non- 
fèmbîabTet'r  feulemcnt  leurs  côtés  proportionnels  , 
ÎJonnST  niais  que  les  perpendiculaires  CF ,  r/, 
qu'on  abaifiera  desfommetsC,  r,fur 
les  bafes  AB  ^  ab ^  fuivront  encore  la 
proportion  des  côtés  :  ce  qui  eft  fi  aifé 
à  démontrer  par  ce  qui  précède,  que 
nous  négligerons  de  nous  y  arrêter. 

XLIIL 

Quant  à  l'aire  des  triangles 
femblables  ABC,  abc ^  on  voit  que 
celle  du   premier    contiendra  autant 


kuis  côiés. 
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3e  quarrés  X  faits  fur  la  mefure  P,  que 
Taire  ,du  fécond ,  contiendra  de  quar- 
lés  X  y  faits  fur  la  mefure  p.  Car  com- 
me CF  &  AB,  auront^  par  l'Article 
précédent,  autant  de  parties  P,  quer/ 
S^ab  y  auront   de  parties  py  la  moitié 
du  produit  de  CF  par  AB  ,  mefure  de 
ABC  ;  (Article  XIV.)  donnera  le  mê- 
me nombre  que  celui  qui  réfultera  de 
la  moitié    du   produit   de  (/^  par  aby 
mefure  de  abc  ;  mais  avec  cette  diffé- 
rence ,  que  CF  &  AB  y  fe  comptant 
en  parties  P  y  leur  produit  fe  comptera 
en  quarrés  X  ,  &  que  r/"6c  ab  y  qui  fe 
compteront  en  parties/ ,  donneront  un 
produit  qui  fe  comptera  en  quarrés  x. 

XLIV. 

C  E  que  nous  venons  de  dire  fur  la 
mefure  des  triangles  femblables,  fert 
de  preuve  à  une  proportion,  qui,  dans 
les  Elemens  de  Géométrie ,  s'énonce 
ordinairement  ainfi.  Les  triangles  fem-  lcs  aires 
blables   ABC  ,   abc  ,     font  entr'euxiemwabks. 


les  comme 
les  quarrés 
ik-s  côtés  ho 
lîiologues. 
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comme  les  quarrés  ABDE  ^^Wd'^  de 
leurs  côtés  homologues  ou  correfpon- 
dans  AB^  aL 

La  démonftration  que  reilfel'me 
l'Article  précédent  ,  mène  abfolu- 
ment  à  cette  conféquence  ;  car  le 
quatre  ABDE,  contenant  autant  de 
X  que  aMe  coiltieilt  de  ^,  il  eft  évi- 
dent que  les  deux  nombres  de  quarrés 
X  y  qui  expriment  le  rapport  du  trian- 
gle ABG  au  quarré  ABDE  ,  font  les 
mêmes  que  les  nombres  de  quarrés  Xy 
qui  donnent  le  rapport  du  triangle  aùcy 
au  quarré  aède  ;  ou  ^  ce  qui  revient  au 
même  ,  que  le  triangle  ABG  eft  au 
quarré  ABDE  ^  comme  le  triangle  aèc 
au  quarré  ahde. 

De-là  il  fuit  que  fi  ,  par  exemple^  le 
côté  AB  étoit  double  du  côté  ai  y  le 
triangle  ACB  feroit  quadruple  du  trian- 
gle acb  ;  que  fi  AB  étoit  triple  de  ab  , 
le  triangle  ACB  feroit  neuf  fois  plus 
•  grand  que  le  triangle  acb  ^  ôcc  ;  car  AB 
ne  peut  être  double  de  ab,  que  le  quarrd 
/  ABDE 
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ABDE  ne  foit  que  quadruple  du  quarré 
alfde  y  ôcc. 

XLV. 

Pour  pafTer  préfentement  des  trian-  ^^^.i.sc  i, 
gles  aux  autres  figures  ,  fuppofons  qu'à  ^-'-e- 
chacun  des  trianp^les  femblables  ABD  ^    Propriétéi 

^     ^  *~*  _  des   figures 

aùd .  on  loî^ne  deux  autres  trians^les  le^^biabies , 

ADE    &    BDC,  ade    ÔC  ^(^r,    les  deUXl^s  desmaa^ 

premiers  femblables  aux  deux  autres  ; 
on  verra  que  dans  les  figures  totales 
ABCDE^  abcde  y 

i*^.  Les  angles  A,  B,  C,  D  , 
E>  feront  les  mêmes  que  les  angles 
a^h^Cyd^e'^  ce  qui  efi:  clair ,  puif^ 
que  les  uns  ôc  les  autres  feront,  ou 
des  angles  correfpondans  de  triangles 
femblables  y  ou  des  angles  compofés 
de  ces  angles  correfpondans. 

2^.  On  verra  que  le  rapport  des  cô- 
tés homologues  ou  correfpondans  DE^ 
dey  BC  y  bc  y  ôcc.  des  figures  ABCDE^ 
ahcàe  y  fera  nécefiairement  le  même , 
c'eft-à-dire  y  que  fi  P  y  par  exemple  y  fe 
trouve  un  certain  nombre  de  fois  dans 

D 
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la  bafe  AB  ^  ôc  que  p  le  trouve  îe 
même  nombre  de  fois  dans  ab  ,  P 
ôc  p  feront  auffi  contenus  un  même 
nombre  de  fois  dans  deux  côtés  ho- 
mologues quelconques  DE  ôc  de  \  car 
à  caufe  de  la  reiTemblance  des  trian- 
gles ABD^  abd  ^  la  quantité  de  P  que 
renfermera  AD  ,  égalera  la  quantité  de 
f  renfermée  dans  ad  ;  alors  regardant 
ces  côtés  comme  les  bafes  des  triangles 
femblables  ADE ,  ade^  le  nombre  de 
parties  P  contenues  dans  DE  ,  fera  le 
même  que  le  nombre  de  parties  f  que 
contiendra  le  côté  de. 

3^.  On  verra  encore  que  fi  dans  les 
deux  figures  on  tiroit  des  lignes  qui  fe 
répondiiTent^  telles  que  CE  ^ce  ^  ou  les 
perpendiculaires  DF ,  df^  &c  ;  ces  li- 
gnes feroient  toujours  entr'eîles  dans  la 
même  raifon  que  les  côtés  homologues 
des  deux  figures. 

Donc  les  figures  ABCDE ,  abcde  , 
feront  entièrement  femblables  dans 
toutes  leurs  parties. 
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XLVL 

L  A  figure  abcde  ainfi  décrite  ^   par- 
faitement fcmblable  à  la  figure  AEG 
DE  5  il  eft  évident  que   fi    on  vouloir 
tracer  de  nouveau  une  figure  entière- 
ment égale  à  abcde  ^   &     par  confé- 
quent ,  encore  femblable  à  ABCDE  , 
il  feroit  inutile  de  mefijrer  tous  les  cô- 
tés &  tous  les  angles  de  abcde  ;  qu'il 
HiHircit^  par  exemple^  de  prendre  les 
trois   côtés  ab  ^  ea  ^  bc  ^  à^  les  quatre 
angles  j  Cy  a^  b^  c  ^  &c  qu'avec   cela 
feul  on  feroit  far  de  retracer  la  même 
figure  abcde  y  femblable  à  ABCDE  ; 
ce  qui  forme  une  démonftration  corn- 
plette  de  ce  qu'on  n'avoit  fait  que  pré- 
fumer (Article  XXXVII.).  Mais  on 
peut  aller  plus  loin  ;  car  il   eft  clair 
qu'on  aura  toujours  différentes  façons 
de  combiner  la  quantité  d'angles  ôc  de 
lignes  qu'on  doit  nccejffairement  mefu- 
rer  dans  une  ligure  quelconque  ^  peur 
en  faire  une  autre  qui  lui  foit  propor- 

Dij 
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tionnelle  ;  ce  feroit  fatiguer  le  Leâeuf  ^ 
que  d'entrer  dans  un  plus  grand  dé- 
tail. 

XLVIL 

Les  aires  lies       On  déniontreroit ,  pat  dcs  raifon^ 

figures    leni- 

bhbies ,  lonc  nemens  femblables  à  ceux  de  l'Article 
comme  les  XLIII.  quc  le  uonibre  de  quarrés  X, 
côtés  homo-  que  contient  la  figure  ABCDE  ,  eftle 
même  que  celui  des  quarrés  x  renfermés 
dans  la  figure  abcde  ;  ôc  qu'ainfi  ,  les 
aires  des  figures  femblables  font  en- 
tr'elles  comme  les  quarrés  de  leurs  cô* 
tés  homologues* 

XLVIIi. 

Les  figures       T  o  u  T  cc  quî  vicnt  d'être  dit  fuf 

femblables  ne  -  ,  r        i  1    t_  1  r        /  i     • 

font  diiTcren-  Ics  figurcs  lemblables ,  peut  le  réduire 

tiécs  quf  par  .  /^       t    «  •  *         •  1 

les  échelles   a  ce  leul  oc  unique  principe  ^  que  les 
du  3''îcp!t  ""  figures  femblables  ne  font  differentiées  ^ 
con  ijues.   ^^  ^^^  l^^  échclles  fur  lefquelles  elles 

font  conftruites. 

XL  IX. 

Maintenant^  pour  mieux  fei> 
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tir  lufage  qu'on  doit  faire  des  triangles 
femblables  ôc  des  réductions  ,    pour 
avoir  la  mefure  des  terrains  fur  lefquels 
on  ne  pourroit  pas  commodément  opé- 
rer, figurons-nous  que  ABCDEFre-    Pl.  v. 
préfente  le  contour  d'un  Parc  ,  d'unpio.  1.&2 
Etang,  &c.  dont  on  voudra  détermi- 
ner rétendue.  D'abord  on  mefurera  un 
des  côtés  de  la  figure,  FE  par  exem- 
ple, &  l'on  verra  combien  ce  côté  aura 
detoifes,de  perches,  ôcc.  enfuite pre- 
nant telle  échelle  qu'on  voudra  ,  on 
tracera  fur  un  carton,  ou  fur  du  papier, 
une  ligne /^,  égale  à  autant  de  parties 
de  l'échelle ,   que  FE  contiendra  de 
toifes,  de  perches,  &c.  puis  faifant  les 
angles  def^  dfe^  égaux  aux  angles  DEF, 
DFE,  on  aura  le  triangle  edf^  dans  le- 
quel on  abaiffera  ^^,  perpendiculaire  fur 
df\  cela  fait,  &  les  lignes  dfbi  egy  mé- 
furées  par  le  moyen  de  l'échelle  ,  on 
conclura  qu'autant  que  ces  lignes  con- 
tiendront de  parties  réduites  ,  autant 
DF  ôc  EG  contiendront  de  toifes ,  de 

Diij 


54  E  L  E  M  E  N  S 

perches ,  ôcc.  Ainfi ,  en  multipliant 
DF  par  la  moitié  de  EG  ,  on  aura  la 
■  valeur  du  triangle  EDF,  ôt  mefurant 
de  la  même  manière  chacun  des  au- 
tres triangles  DGF  y  BCF ,  ABF  ,  Tai- 
re de  la  figure  entière  fe  trouvera  déter- 
minée, ^ 

L. 

Mr.nî^re  de     I L  arrlvc  fouvcnt  que  dans  la  pratî- 
diftance  d'un  quc  y  il  laut  melurer  la  diitance  du  lieu 

Heu  inaccel-  ^^  ^      , ,  n        1         /    ^  ^         1  • 

fibie.  r  5  ou  Ion  eli  place  a  un  autre  lieu  y 
où  quelque  obfiacle  empêche  qu'on 
ne  fe  tranfporte  ;  nouveau  problème  , 
mais  dont  la  folution  eft  déjà  donnée 
d'avance  dans  l'Article  qui  précède  ce- 
lui-ci ;  car  puifque  pour  mcfurer  DF  ^ 
on  n'a  eu  befoin  que  de  la  fimilitude 
des  triangles  def  ôc  DEF  ^  il  eft  clair 
que  fi  on  mefure  une  bafe  quelconque 
EF ,  &  que  des  points  F  &  E  ^  on  pulfle 
appercevoir  le  point  D  ,  le  problème 
fera  réfolu  ;  c'eft-à-dire,  qu'on  aura  la 
diftance  FD. 
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L I. 

L'  u  s  A  G  E  qu'on  peut  faire  des  în(- 
trumens  particuliers  ,  tels  que  BAC  ,  Fig. 
que  j'ai  dit  (Article  XXVIIL)  compofé 
de  deux  branches  unies  au  point  A,  au- 
tour ^uquel  elles  ont  la  liberté  détour- 
ner^ expofe  fouvent  à  bien  des  mé- 
comptes. Tantôt  l'ouverture  de  Tangle 
s'altérera  dans  le  tranfport  ;  tantôt  la 
forme  qu'on  eft  obligé  de  donner  à  Pinf- 
trument  pour  en  faciliter  l'ufage  y  em- 
pêchera qu'on  ne  puifTe  l'appliquer  fur 
le  plan  où  devra  fe  faire  la  réduction. 
'  Ajoutons  à  cela,  que  chaque  nouvel 
angle  BAC ,  qu'on  prend  de  cette  fa- 
çon y  demande  qu'on  tranfporte  de  nou- 
veau y  l'inftrument  fur  le  papier ,  &  que 
la  feule  relfource  qu'on  ait  pour  com- 
parer deux  angles  ,  c'eft  de  les  pofer 
l'un  fur  l'autre,  fans  que,  par  ce  moyen, 
on  puiffe  avoir  au  jufte  ni  leur  rapport,, 
ni  leur  grandeur  abfolue. 

D  iiij 
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LIL 

Il  étoit  donc  néceflaire  de  cher- 
cher une  mefure  fixe  pour  les  angles  y 
comme  on  en  avoir  déjà  pour  les  lon- 
gueurs. Or  cette  mefure  qu'il  falloit 
avoir  ,  il  a  été  facile  de  la  trouvera-Car 
lîjç,  4.  que  Kb  reftant  fixe,  on  lui  applique 
d'abord  le  côté  Kc  ^  qu'enfuite  on  faffe 
tourner  ce  côté  autour  de  A  ,  il  eft 
clair  que  fi  ayant  adapté  à  l'extrémité 
rde  la  branche  mobile  Kcy  ou  une  plu- 
me y  OU  un  crayon ,  qui  donne  moyen 
de  rendre  fenfible  la  trace  du  point  c  , 
Un  angle  a  cctte  tracc ,  qui  formera  un  arc  de  cer- 
F'arc  dTcer!  clc ,  domiera  exa£lement  la  mefure  de 
çcpt€ni'"fer  r^iT^gle ,  pour  chaque  ouverture  parti- 
^^^^^'  .       culiere  des  côtés  Ab  ^  Kc  ^  c'eft-à-dire, 
qu'à  caufe  de  Tuniformité  de  la  cour- 
bure du  cercle ,  il  arrivera  néceflaire- 
ment  qu'à  une  ouverture  double  ,  tri- 
ple, quadruple  de  cKb^  répondra  un. 
^rc  double,  triple,  quadruple  de  cb. 
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LUI. 
I 

Supposant  donc  que  la  circon- 
férence bcdfgy  décrite  par  la  révolution 
entière  du  point  c  ,  foit  divifée  en  un 
nombre  quelconque  de  parties  égales  y 
le  nombre  des  parties  contenues  dans 
l'arc  qu'intercepteront  les  lignes  A^  ôc 
Ab  y  mefurera  exaâement  l'ouverture 
de  ces  lignes ,  ou  l'angle  cAb  qu'elles 
formeront. 

Les  Géomètres  font  convenus  de 
diyifer  le  cercle  en  3  60  parties ,  qu'on    te  cerde 
appelle  dégrés ,  chaque  degré  en  60  en  ^ôo  dV- 
mmutes  ,  chaque  mmute  en  00  leçon-  que  degré  ea 

1       /  A  ^^  minutes , 

des,  &c.    Amii,  un  angle  ùAc  j  par&c. 
exemple,  aura  70  degrés  20  minutes, 
fi  l'arc  bcy  qui  lui  fervira  de  mefure ,  a 
70  des  ^60  parties  du  cercle,   ôc  de 
plus  20  foixantiémes  parties  d  un  dé- 


gré. 


LIV. 


De -là  il  fuit  qu'un  angle  CAB  de  fxg.^ 
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droka'^^o    ^°  degrés^  nommé  communément  an- 
^égrés  &    cric  droit ,  eft  celui  dont  les  côtés  AC 

les  cotes  font  O  -'  ^^ 

faTrerru'""  ^  ^^  interccptcnt  le  quart  BC  de  la 
rautre.       circonférencc  y  &  font  perpendiculai- 
res l'un  à  l'autre. 

LV. 

Un  angle        O  N  appcllc  anglc  aîgu  tout  angle 

aig\i  eft  plus      .  .  ,  i         i       • 

périt  qu'un  plus  pctit  qu  un  angle  droit  ,  ou  qui  a 

angle  droit.  .  .  J  '        /        T.    l      r  î 

moms  de  5)o  degrés.   1  els  lont  les  an- 
F I  <5.  6.  gles  CAB  ,  FAG ,  E AG. 

LVI. 

Un  angle     Au  coutraîre ,  on  appelle  angle  ob- 

cbîus  efi  plus  i     .  .  -i  j  i  /        / 

grand  qu'un  tus,  cclui  qui  a  plus  de  ^Q  degrés  y 

angle  droit,  -n  a  71 

comme  r  Aii. 

LVIL 

La  fomme     I L  cft  évident  quc  tous  les  angles, 
f^tslf"ê- comme  GAF,  FAE,  EAC ,  CAB, 

me  côté  liir  >  C  '         2  a  ^  ^  '  T 

iine  ligne  qu  on  peut  lairc  du  même  cote  lur  une 
quront  h  ligne  droite  GB ,  6c  qui  ont  le  même 
meî^vau't'  fommct  A  •  font  égaux ,  pris  enfemble 
i£o  dégrés.  ^  ^  g^  dégrés  y  ou  à  deux  angles  droits, 

mefurés  par  la  demi-circonférence» 
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LVIII. 

D  E  même  la  fomme  de  tous  les  an-    F  i  g.  7. 
gles  EAF,  FAB ,  BAC ,  CAD ,  DAE,  tous  us.„- 

5  C  '  J  •  A       ^Ics  qu'on 

quon  peut  taire  autour  du  point  A  ^pcm^aircau- 

•    1  r  1      r  ^  n  tour  d'un 

qui  leur  lert  de  lommet  commun  ^  ellnume point, 

<i\^j/r  N  ^  1         font  égaux  . 

égale  a  5  5o  degrés,  ou  a  quatre  angles  pris  emcm-! 

roits  melures  par  la  circonierence  en-  droits. 
tiére  BCDEF. 

LIX. 

A  P  R  e'  s  avoir  trouvé  que  les  angles 
ont  les  parties  du  cercle  pour  mefure, 
voyons  comment  on  s'y  prend  pour 
déterminer  ce  qu'un  angle  qu'on  veut 
niefurer  contient  de  dégrés. 

On  fefert  d'un  inftrumenti,  qu'on    F 10.  s. 
appelle  demi-cercle  :  cet  inftrument  eft   ufa^c  de 
compofé  de  deux  régies  EAC,  D  AB,  app^né  demi 
d  égale  longueur  qui  le  croifent  en  A ,  prendre  la 

.  .  >    1  grandeur 

ôc  qui  font  chargées  de  pinnules  a  leurs  d'un  angie. 
extrémités  ;  l'une  de  ces  régies  EC  , 
qu'on  nomme  alidade,  eft  mobile  au- 
tour de  A ,  &  l'autre  DB  eft  fixe,  Ôc 
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fert  de  diamètre  à  un  demi  cercle  DCB 
divifé  en  i8o  dégrés,  &c. 

Or  veut-on  connoître  Tangle  que 
forment  deux  lignes  droites  ,  tirées  du 
lieu  où  l'on  eft,  à  deux  objets  quelcon- 
ques F ,  G  ;  on  place  d'abord  la  régie 
fixe  DAB,  de  manière  que  l'œil  placé 
en  D,  apperçoive  un  des  deux  objets 
F ,  par  les  deux  pinnules  D  ôc  B  :  er>- 
fuite  y  fans  remuer  finftrument  ,  on 
tourne  l'alidade ,  jufqu'à  ce  que  l'œil 

placé  en  E  ,  apperçoive  l'autre  objet 
G  y  par  les  pinnules  E  ôc  C  ;  ôc  alors 

l'alidade  marque  fur  le  demi-cercle  grar 

due,  le  nombre  de  dégrés,  minutes, 

ôcc.  que  contient  l'angle  propofé  GAF*. 

LX. 

ufage  du  S  I  on  veut  faire  fur  le  papier  ua 
p'ï)^fr°fIir"J  un  angle  d'un  nombre  déterminé  de  dé- 
^mbre  dé-  g^és ,  on  fc  fert  d'un  inftrument  K  *,  di- 
légxét  ^^   vifé  en  1 80  dégrés ,  qu'on  appelle  rap- 

*FiG.  p.  porteur,  ou  tranfporteur,  ôcpofantlç 
centre  A  fur  la  pointe  dç  l'angle  qa'oi;i 
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Vetit  tracer  ,  &  la  ligne  AB  fur  la  ligne 
AG,  qu'on  prend  pour  un  des  côtés  de 
l'angle  ,  on  marque  le  point  C ,  qui  ré- 
pond au  nombre  de  dégrés  qu'on  veut 
donner  à  Fangle  propofé  y  puis  par  ce 
point,  ôc  par  le  centre  A,  tirant  la  li- 
gne ACO  ,  on  a  l'angle  O AG ,  qui 
contient  le  nombre  de  dégrés  deman- 
dé. 

LXL 

Supposons  maintenant  qu'ayant  P l- Vi. 
pris  une  bafe  FG  fur  le  papier,  on  Fig*  i* 
veuille  faire  fur  cette  bafe ,  un  triangle 
FGH ,  femblable  au  triangle  ABC  , 
pris  fur  un  terrain.  On  fe  fervira  du 
demi  cercle  pour  fçavoir  ce  que  cha- 
cun des  angles  CAB  ,  CBA ,  contiens 
dra  de  dégrés  ;  enfui  te,  par  le  moyen 
du  rapporteur,  on  fera  les  angles  HFG 
&  HGF ,  refpeâivement  égaux  aux 
angles  CAB  ôc  CBA,  6c  alors  parce 
que  le  point  H,  auquel  les  côtés  FH 
ôc  GH  fe  réunirontp  fera  néceflaire- 
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ment  dérermiiié  par  Topération^  aufïï- 
bien  que  l'angle  FHG^on  aura  le  trian- 
gle FGH  5  entièrement  femblable  au 
triangle  ABC. 

LXIL 

Comme  11  importe  dans  la  prati- 
que ,  ainli  que  nous  l'avons  déjà  dit , 
que  les  angles  foient  exaûement  me- 
furés  y  il  ne  faut  pas  fe  contenter  de  les 
prendre^  même  avec  les inftrumens  les 
plus  parfaits  ,  il  faut  encore  trouver  le 
moyen  de  vérifier  leurs  mefures,  pour 
en  faire  la  correÊtion  ^  s'il  étoit  nécef- 
faire.  Or  ce  moyen  eft  fimple  &  facile. 
Reprenons  le  triangle  ABC.  On  fent 
que  la  grandeur  de  l'angle  C  doit  ré- 
fulter  de  celle  des  angles  A  ôc  B  ;  car 
qu'on  augmentât  ,  ou  qu'on  diminuât 
ces  angles  ^  la  pofition  des  lignes  AC, 
BC^  changeroit^  6c  par  conféquent  , 
l'angle  C  ^  que  ces  lignes  font  entr'el- 
ies.  Or  fi  cet  angle  dépend  de  la  gran- 
deur des  angles  A  6c  B^  on  doit  pré- 
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fumer  que  ce  que  les  angles  A  6c  B 
renferment  de  degrés  doit  déterminer 
ie  nombre  de  dégrés  que  doit  renfer- 
mer  l'angle  C^  6c  qu  ainiî  il  pourra  fer^ 
virde  vérification  aux  opérations  qu'on 
aura  faites  pour  déterminer  les  angles 
A  6c  B  ^  puifqu'on  fera  fur  qu'on  aura 
bien  mefuré  les  angles  A  6c  B ,  (î ,  en 
mefurant  cnfuite  l'angle  C ,  on  lui  trou- 
ve le  nombre  de  dégrés  qui  lui  con-« 
viendra  relativement  à  la  grandeur  des 
angles  A  6c  B, 

Pour  trouver  comment  de  la  gran- 
deur des  angles  A  6c  B  ,  on  peut  con- 
clure celle  de  l'angle  C  ,  examinons  ce 
qui  arriveroit  à  cet  angle  ^  fi  les  lignes 
AC  ,  BC,  venoient  ou  à  s'approcher, 
ou  à  s'écarter  l'une  de  l'autre.  Suppo-  Fig.  3. 
fons  ,  par  exemple ,  que  BC  tournant 
autour  du  point  B,  s'écarte  de  AB , 
pour  s'approcher  de  BE ,  il  efl  claie 
que  pendant  que  BC  tourneroit ,  l'an- 
gle B  s'ouvtiroit  continuellement  ;  6c 
qu'au  contraire,  l'angle  C  fe  refferreroit 
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de  plus  en  plus  ;  ce  qui  d'abord  pour- 

roit  faire  préfumer  que  ^  dans  ce  C'as  > 

la  diminution  de  l'angle  C  égaleroit 

l'augmentation  de  l'angle  B^  ôcqu'ainli 

la  fomme  des  trois  angles  A,  B,  G,  fe- 

roit  toujours  la  même ,  quelle  que  fut 

Imclinaifon  des  lignes  AC  ,  BC ;,  fur 

la  ligne  AE* 

LXIIL 

O  R  cette  îndu£lion  préfumée  porte 

avec  elle  fa  démonstration  ;  car  qu'on 

p  I  G.  4.  mène  ID  ,  parallèle  à  AC ,  on  verra 

Les  angles  premièrement  que  les  angles  ACB  ôc 

ks' angles    CBD  ^  appcllés  angles  alternes,,  feront 

tenverfés  que   ,  •      n     /    •  i  •/-  i 

forme ,  de   cgaux  y  cc  qui  eit  évident,  puilque  les 


&  d'au- 


ue"  une  li-  ligucs  AC  ôc  IB  étant  parallèles ,  elles 

qui  tombe    feront  également  inclinées  fur  CBO  , 

raiides.  ^^  &  qu'ainfi  Pangle  IBO  égalera  l'angle 

ACB.  Mais  Pangle  IBO  égalera  auffi 

l'angle  CBD  ,  parce  que  la  ligne  ÎD 

ne  fera  pas  plus  inclinée  fur  CO  d'un 

côté  que  de  Pautre.  Donc  Pangle  DBG 

Ces  angles  égal  à  Pauglc  IBO  ,    égalera  Pangle 

ACB  ;  fon  alterne, 

LXIV. 
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LXIV. 

On  verra,  en  fécond  lîeu  ,  que 
l'angle  CAE  fera  égal  à  l'angle  DBE, 
àcaufe  des  parallèles  CA  &  DB.  Donc 
les  trois  angles  du  triangle  pourr oient 
être  mis  à  côté  les  uns  des  autres  ,  ôc 
unis  par  leurs  fommets  aux  points  B, 
&  alors  on  vérroit  que  les  trois  angles 
DBE ,  CBD  &  CB A ,  qui  égaleroient 
les  trois  angles  CAB  ,  ACB  ,  CBA  y 
feroient  égaux  à  deux  angles  droits 
(  Article  LVII.  )  &  comme  tout  ce  que 
nous  venons  de  dire  pourra  également 
s'appliquer  à  quelque  triangle  que  ce 
foit ,  on  fera  affuré  de  cette  propriété 
générale  que  la  fomme  des  trois  angles  u  Tomme 
d'un  triangle  eft  conftamment  la  mê-gi"  ^a^'uV"" 
me ,  ôc  qu'elle  eft  égale  à  deux  droits  ,  "gab  à  cicu.t 

A  ^        i-,      angles  droits, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  a  180 
dégrés, 

LXV, 

Donc,  pour  conclure  la  valeur  du 

E 
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troifi^me  angle  d'un  triangle ,  lorfqu'ori 
en  aura  mefuré  deux ,  il  faudra  retran- 
cher de  180  dégrés  le  nombre  de  dé- 
grés que  les  deux  angles  feront  enfem- 
ble.  Propriété  qui  donne  une  manière 
bien  commode  de  vérifier  lamefuredes 
angles  d'un  triangle  ,  ôc  dont  on  verra 
une  infinité  d'autres  utilités  ,  à  mefure 
qu  on  avancera.  Nous  nous  contente- 
rons ici  d'en  tirer  les  conféquences  les 
plus  immédiates. 

LXVI. 

Un  triangle  ne  peut  avoir  plus  d'un 
angle  droit  ;  à  plus  forte  raifon  ne  peut- 
il  avoir  plus  d'un  angle  obtus. 

LXVII. 

S I  l'un  des  trois  angles  d'un  triangle 
eft  droit ,  la  fomme  des  deux  autres 
angles  eft  toujours  égale  à  un  droit. 

Ces  deux  propofitions  font  fi  clai- 
res ,  qu  elles  n  ont  pas  befoin  d'être  dé- 
montrées. 
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LXVIII. 

S  I  on  prolonge  un  des  côtés  du 
triangle  ABC ,  le  côté  AB ,  par  exem-    rangic  ex 
pie,    Tangle   extérieur   CBE    vaudra  tr[^.gîe^"ut 
feuUes  deux  angles  intérieurs  oppofés  g?es''imé-"* 
BCA,  CAB;  car  qua  l'angle  CBk .t!' ""'''' 
on  ajoute  ,  ou  les  deux  angles  BCA 
&  CAB,  ou  l'angle  CBE  ,  la  fomme 
fera  toujours  égale  à  1 80  dégrés ,  ou  à 
deux  angles  droits  (  Article  LXIV.  )• 

LXIX- 


FI  G. 


CoNNoissANT  un  des  angles 
d  un  triangle  ifocéle  ABC,  on  connoît 
les  deux  autres^ 

Qu'on  ait  l'angle  au  fommet  A  ;  il  eft  un  angic 
clair  que  li  on  retranche  le  nombre  de  irncéiëdunne 
dégrés  que  contiendra  cet  angle  des 
1 80  dégrés  y  mefure  des  trois  angles  du 
triangle ,  la  moitié  de  la  fomme  qui 
reliera  fera  la  mefure  de  chacun  des 
angles  B  ,  C  ,  pris  fur  la  bafe. 

Que  ce  fut  un  de  ces  angles  B,  C, 

Eii 


très. 
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qu'on  connût ,  le  double  de  fa  valeur 
retranché  de  i8o  dégrés,  donneroit 
langle  aufommet  A. 

jL  X  X. 

Les  angles       C  o  M  M  E  un   triante    équilatéral 

d  lin  triangle  *-'  ■•• 

éqaihuérai ,  n'cft  autrc  chofe  qu'un  triangle  ifocéle 
de  60  dé-  auquel  chacun  de  fes  côtés  peut  égale- 
ment fervir  de  bafe,  il  eft  clair  que  fes 
trois  angles  font  néceffairement  égaux, 
&  qu'ils  valent  chacun  60  dégrés ,  tiers 
de  180  dégrés. 

LXXL 

DE-là  fe  tire  aifément  la  defcrîptîori 

Defcnptîon    ,        i,  1-  J        r  a 

derexaoone.  de  1  cxagonc  OU  poligone  de  lix  co- 
tés ,  que  nous  avions  promife  (  Arti- 
cle XXIV.) 

Car  pour  trouver  une  ligne  qui  par- 
tage la  circonférence  en  fix  parties  éga- 
les ,  il  faudra  que  cette  ligne  foit  la 
corde  d-un  arc  de  60  dégrés ,  fixiéme 
partie  de  3  60  degrés^  valeur  de  la  cir- 
conférence entière,    Suppofant  donc 
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ique  AB  foit  cette  corde ,  &  du  centre  F  i  g.  6, 
I  menant  aux  extrémités  A  &  B  les 
rayons  AI  &  IB  ,  1  angk  AIB  vaudra 
60  dégrés  y  ôc  parce  que  les  deux  côtés 
AI  ôc  IB  feront  égaux  ^  le  triangle 
AIB  fera  ifocéle.  Donc  l'angle  au  fom- 
inet  étant  de  60  dégrés  ,  chacun  des 
deux  autres  angles  vaudra  aulli  60  dé- 
grés, moitié  de  120.  Donc  (Article 
LXX.  )  le  triangle  AIB  fera  équilaté- 
ral.  Donc  AB  égalera  le  rayon  du  cer- 
cle. D'où  il  fuit,  que  pour  décrire  un 
exagone,  il  faudra  ouvrir  le  compas 
d'un  intervalle  égal  au  rayon ,  &  le 
porter  fix  fois  de  fuite  fur  la  circonfé- 
rence y  6c  Ton  aura  les  fix  côtés  de 
i'exagoue. 

LXXIL 


3 


L'ExAGoNE  ABCDEF  décrit^ 
on  décrira  facilement  le  dodécagone, 
ou  poligone  de  douze  côtés. 

Pour  cela ,  on  divifera  l'arc  AKB  ,    La  moitié 
ou  l'angle  AIB,  en  deux  parties  égales^  cintre  "ic 

E  iij 
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donne  ran-  &  AK  ^  cordc  de  la  moitié  de  Tare 

du  dodéca-   AKB  y  fera  un  des  côtés  du  dodéca- 
gone. 

gone, 

LXXIIL 

Partager  un      ^  ^  P^u^  Partager  l'arc  AKB  ,  en 
angle  en  deux  jg^^  arcs  ég^aux  AK  &  KB ,  on  fera  la 

même  opération  que  s'il  s'agiffoit  de 
couper  la  corde  AB  en  deux  parties 
égales  ;  c'eft-à  dire,  que  des  points  A 
6c  B ,  comme  centres  ^  6c  d'un  inter- 
valle quelconque ,  on  décrira  les  arcs 
MLN  ,  OLP,  6c  par  le  point  L,  fec- 
tion  des  deux  arcs ,  ôc  par  le  centre  I 
on  mènera  la  ligne  LI,  qui  divifera  en 
deux  ôc  l'arc  AKB ,  6c  la  corde  AB, 

LXXIV. 

Dcfcription  Q  u'  o  N  fulvc  k  méthodc  précé^ 
£  de  h"  dente ,  6c  qu'on  partage  l'arc  AK  en 
tàiL^'"'  deux  arcs  égaux ,  la  corde  de  l'un  ou 
de  l'autre  de  ces  arcs ,  fera  le  côté  du 
poligone  de  24.  côtés.  On  aura  de 
même  les  poligones  de  48,  ^6p  15)2  ^ 
ôcç,  cotés. 
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LXXV. 

Maintenant  pour  décrire  un 
oûogone  ;  c'eft-à-dire ,  un  poli2;one  de  Defcriptioa 
8  côtés  ^  on  commencera  par  tracer  un  ne. 
quarré  dans  le  cercle  ;  ce  qu'on  fera , 
fi,  après  avoir  mené  deux  diamètres 
AIB  ôc  CIE  ,  qui.  fe  coupent  à  angles   fig.  7. 
droits  :  on  joint  leurs  extrémités  par  les 
lignes  AC,  CB.BE,  AE. 

Car  à  caufe  de  la  régularité  du  cer- 
cle, &  de  l'égalité  des  quatre  angles 
que  forment  les  perpendiculaires  AIB  , 
CIE ,  les  quatre  côtés  AC ,  CB  y  BE  , 
EA  ,  feront  néceffairement  égaux  ,  6c 
fe  trouveront  également  panchés  les 
uns  fur  les  autres  ;  ce  qui  ne  pourra 
convenir  qu'au  quarré. 

Le  quarré  ainfi  décrit,  ondivifera, 
par  la  méthode  précédente,  chacun 
des  arcs  CKB,  BLE,  ôcc.  en  deux 
parties  égales  ;  ce  qui  donnera  ToÊto- 
gone  CKBLEMAN. 

Qu'on  partageât  de  même  chacun 

Einj 
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Et  des  poli- des  arcs  CK,  KB,  ôcc.  en  2,  en  4, 

sones  de  16  ,  •  /       i 

3  a,  &c.  en  8,  ôcc.  parties  égales,  on  auroit 
les  poligon.es  de  16 y  32  >  d^  ,  &c* 
côtés^ 
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SECONDE     PARTIE. 

Delà  méthode  géométrique  de  comtarer 
les  figures  reélilignes^ 

I  on  a  fait  attention  à  ce 
que  nous  avons  dit,  pour 
montrer  comment  on  eft 
parvenu  à  mefurer  les  Ter- 
rains ,  on  a  dû  reconnoître  que  les 
pofitions  des  lignes  les  unes  à  l'égard 
des  autres  ;  fournifloient  des  remarques 
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dignes  d'attention  par  elles-mêmes ,  îîv* 
dépendamment  de  l'utilité  dont  elles 
pouvoient  être  dans  la  pratique  ;  &  il 
eft  à  préfumer  que  ces  remarques  ont 
engagé  les  premiers  Géomètres  à  pouf- 
fer plus  loin  leurs  découvertes ,  car  ce 
ne  font  pas  feulement  les  befoins  qui 
déterminent  les  hommes  ,  la  curiofité 
eft  fouvent  un  auili  grand  motif  pour 
exciter  leurs  recherches. 

Ce  qui  a  dû  contribuer  encore  au 
progrès  de  la  Géométrie ,  c'eft  le  goût 
qu'on  a  naturellement  pour  cette  pré- 
cifion  rigoureufe,  fans  laquelle  Fefprit 
n'eft  jamais  fatisfait. 

Auili  lorf qu'en  mefurant  les  figures  > 
•on  s'eft  apperçu  que  dans  une  infinité 
de  cas  y  les  échelles  &  les  demi  cercles 
ne  donnoient  que  des  valeurs  appro- 
chées des  lignes  ou  des  angles,  on  a 
cherché  des  méthodes  qui  fuppléaf- 
fent  au  défaut  de  ces  inftrumens. 

Ici  nous  reprendrons  les  figures  rec- 
tilignes  ;  mais  dans  les  opérations  quQ 
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nous  ferons  pour  découvrir  leurs  juftes 
rapports ,  nous  ne  nous  fervirons  que 
de  la  régie  6c  du  compas. 

Il  arrive  fouvent  qu'on  a  befoin  ou 
de  raffembler  dans  une  même  figure, 
plufieurs  figures  qui  lui  foient  fembla- 
blés,  ou  de  décompofer  une  figure  en 
d'autres  figures  de  même  efpéce  ^  ce 
qu'on  peut  faire  en  opérant  d'abord  fur 
les  reûangles  y  puifque  toutes  les  figu- 
res reâilignes  ne  font  que  des  affem- 
blages  de  triangles ,  ôc  que  chaque 
triangle  eft  la  moitié  d'un  reâangle  qui 
a  même  hauteur  ôc  même  bafe. 

L 

Pour  comparer  les  reûangles ,  il 
faut  fçavoir  changer  un  reftangle  quel- 
conque en  un  autre  qui  ait  la  même 
fuperficie,  mais  dont  la  hauteur  foit  dif- 
férente. Car  lorfque  deux  reûangles 
feront  changés  en  deux  autres  de  mê- 
me hauteur,  ils  ne  différeront  plus  que 

par  leurs  bafesjle  plus  grand  fera  celui 
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qui  aura  la  plus  grande  bafe^  &  ilcott- 
tiendra  le  plus  petit  de  la  même  ma- 
nière que  fa  bafe  contiendra  celle  du 
plus  petit  reâangle  ;  ce  qu'on  énonce 
Deux  rcc-  Ordinairement  ainfi  :  Deux  reâangles 
ont  même   qui  out  mêmc  hauteur  5  font  en  même 

hauteur ,  font        ^  ^  *  i_     r 

en  même  rai- rail  on  quc  Icurs  baies» 

fon  que  leurs 

fcafÇS.  y    y, 

iLXa 

Pour  ajouter  ces  deux  re£langles  ^ 
il  ne  faudra  que  les  pofer  l'un  à  côté 
de  l'autre. 

II L 

Il  ne  fera  pas  plus  difficile  de  re- 
trancher le  plus  petit  du  plus  grand» 

IV. 

E  T  pour  partager  un  reflangle  en 
un  nombre  déterminé  de  re£tangles 
égaux,  il  faudra  couper  fa  bafe  en  un 
pareil  nombre  de  parties  égales,  en- 
fuite  élever  des  perpendiculaires  furies 
points  de  divifion» 
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V. 

Maintenant  folt  propofô  de 
changer  le  rectangle  ABCD  en  un  au-   Pl.  vir. 
tre  BFEG ,  qui  ait  la  même  fuperfîcic,    ^  ^  ^*  ^' 
&  dont  la  hauteur  foit  BF,  on  remar- changer 'un *^ 

./-  r  1  r         \  rcdlanglecn 

quera  que  puilque  la  valeur  lera  le  pro- un  autre,  41.1 
duit  de  fa  hauteur  par  fabafe,  il  faudra  teur  donnée." 
que  le  redangle  cherché  BFEG,  dont 
ia  hauteur  fera  plus  grande  que  BC, 
ait  fa  bafe  plus  petite  que  AB  :  c'eft-à- 
dire,  que  fi  BF ,  par  exemple ,  eft  dou- 
ble de  BC ,  il  faudra  que  BG  ne  foit  que 
la  moitié  de  AB. 

Si  BF  étoit  le  triple  de  BC,BG  ne 
feroit  que  le  tiers  de  AB, 

On  verroit  de  même  que  fi  BF,  au 
lieu  de  contenir  BC  un  nombre  exa£t 
de  fois  ,  le  contenoit  avec  fraûion, 
comme  deux  fois  &  un  tiers,  le  rec- 
tangle BFEG  ne  pourroit  être  égal  au 
reâangle  ABCD,  que  fa  bafe  BG  ne 
fût  auffi  contenue  deux  fois  &  un  tiers 
dans  la  bafe  AB.  Et  en  général,  il  fera 
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aifë  de  voir  qu'afin  que  deux  reflatlgles 
ABCD,  BFEG^  foient  égaux,  il  fau- 
dra que  la  bafe  BG  de  Pun  foit  conte- 
nue dans  la  bafe  AB  de  Pautre ,  com- 
mc  la  hauteur  BC  dans  la  hauteur 
BR 

Il  ne  s^agîra  donc  plus  que  de  divî- 
fer  la  ligne  AB ,  de  manière  que  AB 
foit  à  GB ,  comme  BF  à  BC  ;  ce  qui  fe 
fera  (  I.  Part.  Art.  XLI.  )  en  menant  la 
ligne  FA ,  &  du  point  donné  G  ,  la  pa^ 
rallcle  CG, 

VL 

Seconde       P  o  u  R  changcr  le  feûângle  ABCD 

manière  de  ^  ^  ^ 

éhanger  un  en  un  autrc  rcctangle  jDrijiCjr ,  qui  ait 
un  autre ,    unc  hautcur  donnée  BF  y  on  peut  em- 

dont  la  hau-     -,  /  i        1  •  11 

seur  foit  doa- ployer  une  méthode  moins  naturelle 
que  la  précédente  ,  mais  plus  commo- 
F1G.2.  de*  Ayant  prolongé  AD,  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  en  I  la  droite  FEI  ^ 
menée  par  le  point  F,  parallèlement  à 
AB  ,  on  tirera  la  diagonale  BI ,  ôc  par 
le  point  O,  où  elle  rencontrera  le  côté 
BC,  on  mènera  GOE  ^  parallèle  à  FB* 
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2c  le  reftangle  BFEG  lera  égal  au  rec- 
tangle ABCD. 

Pour  le  prouver ,  il  fuffira  de  faire 
voir  qu'en  ôtant  des  reûangles  ABCD, 
BFEG,  la  partie  commune  OCBG, 
le  reûangle  ADO  G  égalera  le  reûan- 
gle  EOCF. 

Or  fi  on  fait  attention  à  Pégalité  des 
deux  triangles  IBF,  IBA,  on  verra 
qu'en  retranchant  de  ces  triangles  des 
quantités  égales ,  les  reftes  feront  égaux* 
Mais  le  triangle  lAB  deviendra  le  rec- 
tangle ADO  G ,  fi  on  en  retranche  les 
deux  triangles  IDO  ,  OGB  ;  de  même 
ie  triangle  IBF  deviendra  le  reûangle 
EOCF,  parle  retranchement  des  trian- 
gles lEO  ,  OBC  y  égaux  aux  deux  pre- 
miers. Donc  les  deux  reflangles  AD 
OG ,  EOCF ,  reftes  des  deux  trian- 
gles y  feront  égaux  entr'eux,  aufli-biea 
que  les  redangles  ABCD  ,  BFEG* 

VIL 

Cette  féconde  manière  de  changer 
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On  démon- un  reâanglc  en  un  autre,  confirme  le 

tre  rigoureu-         .         . 

femearquef. prmcipe  que  luppole  la  première,  oc 

deux  reftan- ^     .         "'■     .        ^  ^     ^    ,  ,.     ^  / 

gics  font  é-  qui  auroitpufembler  n  être  appuyé  que 
du  premier  fur  unc  fimple  induâioii. 

eft  à  la  bafe  - 

du  cecond ,  Dô  Fégalité  des  deux  reûangles  AB 
hauteur  du  CD  >  BFEG ,  OÙ  avoît  conclu  qu'il 
hauteur  du  falloit  quc  AB  fût  à  BG,  comme  BF  à- 

premier.  ,      . 

BL  ;  c  eit  ce  qu  on  peut  maintenant 
prouver  parPArticle  précédent. 

Car  les  triangles  lAB  &  OGB,  étant 
manifeftement  femblables  ,  la  bafe  AB 
du  grand  fera  à  la  bafe  GB  du  petit , 
comme  la  hauteur  lA  à  la  hauteur  OG^ 
ou  comme  BF  à  BC  leurs  égales.  Donc 
AB  fera  à  GB  comme  BF  à  BC  ,  con-^ 
formément  au  principe   de  PArticlc 

VI  it 

D  E  la  manière  qu'on  vient  de  s'y 
prendre  pour  démontrer  que  de  l'éga- 
lité des  deux  reflangles  ABCD  ,  BF. 
EG  y  il  fuit  que  la  hauteur  BF  eft  à  la 
hauteur  BC,  comme  la  bafe  AB ,  à 
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la  bafe  BG  ,  on  démontreroit  auffi  que  si  quatre li. 
iorfque  quatre  lignes  BF  ,  BC  ,  AB  ,  fr;?."  "'" 
BG  ,  feront  telles  que  la  première  fera  rrfecon'k" 
à  la  féconde ,  comme  la  troilicme  à  la  îro'ii;'"me^ria 
quatrième  ;  le  redangle  qui  auroitpour  rXng'icfo!! 
hauteur  &  pour  bafe  la  première  ôc  la  ^rLu'ïc  & 
quatrième  de  ces  lignes ,  feroit  égal  au  Vlémt  ura" 
rectangle  qui  auroit  pour  hauteur  &  ^uc^i^mm 
pour  bafe  la  féconde  &  la  troifiéme.      1:  î;;^^ 

IX, 

Lorsque  quatre  quantités^  aînfî 
que  les  lignes  précédentes  BF  ,  BG  ,    Quatre 
AB,  BG  ,  font  telles  que  la  première  [iomb  p/e- 
eft  la  féconde  ,  comme  la  troifiéme  à  J^'f^'^omlt 
la  quatrième ,  on  dit  que  ces  quatre  trorr.éme\ 
quantités  font  en  proportion^  ou  qu'el-  I^e'^^'^fit 
les  forment  une  proportion.  Ainfi  y  6 ^  ^î'e'p^^por' 
9,   1 8,  27,  font  en  proportion^  parce 
que  6  eft  contenu  dans  p^  de  la  même 
manière  que  18  eft  contenu  dans  27.  Il 
en  eft  de  même  de  I ;  ;  2$  y  IS^'^^S^ 
&cl 


non. 
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X. 

Des  quatre     L^  première  &  la  quatrième  des 

termes  d'une  *■  ^ 

proporcion,  quatrc  quantités   d'une   proportion  « 

le  premier  ^  ^  ^  l        ï  * 

le o,uacriéi.u, s'appellent  ternies  extrêmes,  ou  fim- 

fon.  n  ;m.ries         -f  ^  ^ 

excrèmes  ;    plement  extrêmes  ;  la  féconde  &  la 

on  nomme      * 

moyens  le   troifiémc  fe  nomment  termes  moyens, 

fécond  &  le  ^  * 

iroiiiéme.     ou  Amplement ,  moyens. 

En  fe  fervant  des  définitions  précé- 
dentes y  il  eft  clair  que  les  propofitions 
renfermées  dans  les  Articles  VIL  & 
yill.  s'énonceront  ainfi. 

XL 

'  Dans  une       L  o  R  S  Q  u  E  quatrc  quantités  font 

proportion  ,  •  1  1     •      J  a 

le  produit    cnproportion  ^  le  produit  des  extrêmes 

des  extrêmes      n     t       \  i     •       i 

eft  égal  au  eft  cgal  au  produit  des  moyens. 

produit  des 

XXL 

Si  le  pro-      S  I  quatre  quantités  font  telles  que 

duic   des   ex-  ^  ■'^  *■ 

tréraes  eft  é-  \^  produit  dcs  cxtrêmes  foit  égal  au 

gai  au  pro-  *  *-* 

«luit  des     produit  des  moyens  •  ces  quatre  quan- 

movens  les     a  . 

quatre  ter-   ^j^és  fcront  cu  proportiou. 

mes  forment  ■•         •»■ 

une  propor- 
tion. 
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XI  IL 

I L  eft  à  propos  de  faire  beaucoup 
d'attention  aux  deux  Articles  précé- 
dens  ;  ils  font  d'un  grand  ufage  :  on  en 
déduit  ^  entr^autres  chofes ,  la  démont 
tration  de  la  régie  qu'on  appelle  en 
Arithmétique ,  Régie  de  trois.  Pour  De-ii  o» 
donner  une  idée  de  cette  régie  ,  nous  de  ttoilj^'' 
prendrons  un  exemple  ;  c'eftla  manière 
la  plus  fimple  de  fe  faire  entendre. 

Suppofons  que  24.  Ouvriers  ayent 
fait  3  G  toifes  d'ouvrages  en  un  certain 
temps  ^  on  demande  combien  6^  Ou-* 
yriersen  feront  dans  un  temps  égal. 

Il  eft  évident  que  pour  réfoudre  la 
queftion ,  il  faut  trouver  un  nombre  qui 
foit  à  ^4,  dans  la  même  raifon  que  50 
à  24.  Or ,  fuivant  ce  que  nous  avons 
vu  ;  ce  nombre  fera  tel  que  fon  produit 
par  24  égalera  le  produit  de  50  par  6^. 
Mais  le  produit  de  50  par  6^  eft  ip20. 
Donc  le  nombre  cherché  fera  celui  qui 
^tant  multiplié  par  24  donnera  1^20. 
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Or  pour  peu  qu'on  ait  d'idée  des  opé-' 
rations  de  TArithmétique ,  on  doit  aifé- 
ment  s'appercevoir  qu'il  faudra  que  ce 
nombre  foit  le  quotient  de  la  divifion 
de  1^20  par  24,  c'eft-à-dire  80. 
Ou  la  ma-      En  général  y  pour  trouver  le  quatrié- 

niérc  de  trou-  , ,  «il 

ver  le  qua-  me  terme  d  une  proportion ,  dont  les 

triémc  d'une  .  *  r  i  /         '1    r       J 

proportion ,  tiois  ptemiers  leront  donnes ,  il  faudra 

dont  les  trois  ,  ^  \     -        ■%         r  1      o        J 

prep.i€rs  font  prendre  le  produit  du  lecond  ôc  du 

donnés,  •  r  r  «       t     •  r*  i     •  1 

troiliéme,  oc  diviler  ce  produit  parle 
premier  terme  de  la  proportion. 

XIV. 

U  N  exemple  aulîi  fimple  que  celui 
que  nous  venons  de  choifir,  ne  fait 
peut-être  pas  affez  fentir  la  néceffité 
de  la  méthode  précédente.  Le  bon  fens 
feul  feroit  trouver  le  nombre  deman- 
dé. On  voit  que  30  furpaffe  24  d'un 
quart,  ôc  qu'ainfi  il  faut  que  le  nombre 
cherché  furpaffe  6^  d'un  quart  ;  ce  qui 
donne  80.  Mais  il  y  a  des  cas  ou  l'on 
pourroit  chercher  plus  longtemps  le 
rapport  des  deux  premiers  nombres  de 
la  proportion. 
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Par  exemple,  on  veut  un  quatrième 
terme  proportionnel  aux  trois  nombres 

^yP  1407^483- 

Pour  le  trouver  par  la  méthode  pré- 
cédente >il  faut  multiplier  483  par  407^ 
ôc  divifer  1  p  (5  j  8 1  ,  qui  en  eft  le  produit 
par  25*5)  ;  ce  qui  donne  j^^  pour  le 
quatrième  terme  cherché. 

Si  on  s'y  étoit  pris  autrement  pour 
trouver  ce  terme ,  ce  n'auroit  pu  être 
qu'en  tâtonnant.  On  auroit  bien  pu 
découvrir ,  par  exemple ,  que  148  ,  ex- 
cès de  407  fur  25*5),  contient  quatre 
des  feptiémes  parties  de  ^jp  ;  qu'ainll 
il  falloir  ajouter  de  même  à  483  ,  le^ 
nombre  ^76  y  qui  contient  quatre  de  fes 
feptiémes  parties.  Mais  la  généralité  Ôc 
la  fureté  de  la  méthode  précédente  > 
nous  fauve  toujours  de  l'embarras  des 
tâtonnemens,  qui  même  deviendroient 
inutiles  dans  bien  des  cas. 

XV. 

L  o  R  s  Q  u'  o  M  aura  deux  quarrés  à. 

F»  •  • 
"1 
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ajouter  ^  leur  addition  fe  fera  de  la  mê- 
me manière  que  celle  de  deux  reâan* 
gles,  puifque  les  quarrés  font  des  rec- 
tangles dont  la  hauteur  &  la  bafe  font 
égales.  On  changera  donc  un  des  quar- 
rés ;  le  plus  petit  ^  par  exemple  ^  en  un 
reâangle  qui  aura  le  côté  du  grand 
pour  hauteur,  ôc  les  deux  quarrés  ne 
feront  plus  qu'un  reftangle.  On  pour- 
roit  donner  de  même  la  hauteur  du  pe»^ 
tit  quarré  à  tous  les  deux  y  ou  une  autre 
hauteur  à  volonté  ;  mais  ce  qu'on  ne 
pouvoit  guéres  manquer  de  fe  propo- 
fer ,  lorfqu'on  a  voulu  réduire  aînfi  deux 
quarrés  en  une  feule  figure ,  c'étoit  de 
faire  un  quarré  égal  à  deux  autres.  Pro- 
blème dont  il  étoit  aifé  de  trouver  la 
folution  fui  vante, 

XVL 

Supposons  d'abord  que  les  deux 
FiG.  ^  quarrés 'ABCD,  CBFE,  dont  on  fe 
Faire  un  propofc  dc  faire  un  feul  quarré,  foient 

quarré  dou-    ■*         ■'■  ^        -*• 

Me  d'un  au-  égaux  entr'eux  j  il  eft  aifé  de  remarquer 
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que  fi  on  tire  les  diagonales  AC  ôc  CF, 
les  triangles  ABC  ôc  CBF ,  feront  en- 
femble  la  valeur  d'un  quarré.  Donc  en 
tranfportant  au-defibus  de  AF  les  deux 
autres  triangles  DCA  &  CEF^  on  fera 
le  quarré  ACFG,  dont  le  côté  AC  fera 
la  diagonale  du  quarré  ABCD ,  &  dont 
la  fuperfîcie  égalera  celle  des  deux 
quarrés  propofés  ;  ce  qui  n'a  pas  befoiii 
d'être  démontré. 

XVIL 

Supposons  préfentement qu'on 
veuille  faire  un  quarré  égal  à  la  fomme 
des    deux    quarrés    inégaux    AT>Cd ,    F  i  g.  4. 
CFEfy  ou  y  ce  qui  revient  au  même  ,   Faire  un 
qu'on  fe  propofe  de  changer  la  figure  TTâJlt 
ADFE/i  en  un  quarré.  Se^'  '" 

En  fuivant  l'efprit  de  la  méthode 
précédente  ,  on  cherchera  s'il  n  eft 
point  pofTible ,  de  trouver  dans  la  li- 
gne DF,  quelque  point  H,  tel, 

I  °.  Que  tirant  les  lignes  AH  ôc  HE , 
&  faifant  tourner  les  triangles  AD  H  ^ 

F  iiij 
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EFH  y  autour  des  points  A  &  E,  juC 
qu'à  ce  qu'ils  ayent  les  pofitions  Kdh  , 
Efh  ;  ces  deux  triangles  fe  joignent 
en  h» 

2^,  Queles  quatre  côtés  AH,  HE, 
Eh  y  hk  y  foient  égaux  ôc  perpendicu- 
laires les  uns  aux  autres. 

Or  ce  point  H  fe  trouvera  en  faifant 
DH  égal  au  côté  CF  ou  EF.  Car  de 
l'égalité  fuppofée  entre  DH  ôc  CF,  il 
fuit  premièrement  que  fi  on  fait  tourner 
ADH  autour  de  fon  angle  A,  en  forte 
qu'on  lui  donne  la  pofition  Kdh ,  le 
point  H  arrivé  en  h  fera  diftant  du  point 
C  d'un  intervalle  égal  à  DF. 

De  la  même  égalité  fuppofée  entre 
DH  ôc  CF,  il  fuit  encore  que  HF éga- 
lera DC ,  ôc  qu'ainfi  le  triangle  EFH 
tournant  autour  de  E  pour  prendre  la 
pofition  Efh  y  le  point  H  arrivera  au 
même  point  y^,  diftant  de  C  d'un  inter- 
valle égal  à  DF. 

Donc  la  figure  ADFE/i  fera  changée 
en  une  figure  à  quatre  côtés  AHE/^. 
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Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  voir  fi  fes 
quatre  côtés  feront  égaux  &  perpendi-^ 
culaires  les  uns  aux  autres. 

Or  l'égalité  de  ces  quatre  côtés  eft 
évidente  ,  puifque  Ah  &  hE  feront  les 
mêmes  que  AH  ôc  HE  ,  &  que  l'égal 
lité  de  cts  deux  derniers  fe  tirera  de  ce 
que  DH  étant  égale  à  CF  ou  à  FE ,  les 
deux  triangles  ADH,  HEF  ,  feront 
égaux  ôc  femblables. 

Il  ne  refte  donc  plus  qu'à  voir  fi  les 
côtés  de  la  figure  AHEA  formeront  des 
angles  droits  ;  c'eft  de  quoi  il  eft  aifé  de 
s'aflurer,  en  remarquant  que  pendant 
que  HAD  tournera  autour  de  A  ,  pour 
arriver  en  hKd ,  il  faudra  que  le  côté 
AH  fafl^e  le  même  mouvement  que  le 
côté  AD.  Or  le  côté  AD  fera  un  angle 
droit  DAJ,  en  devenant  A<i.  Donc  le 
côté  AH  fera  aufliun  angle  droit  HKh 
en  devenant  KL 

Quant  aux  autres  angles  H,  E  ,  h  ^ 
il  eft  vifible  qu'ils  feront  nécefl^airement 
droits.    Car  il  ne  feroit  pas  pofiîble 
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qu'une  figure  terminée  par  quatre  côtés 
égaux  eût  un  angle  droit ,  fans  que  les 
trois  autres  fuffent  pareillement  droits» 

XVI  IL 

S  I  on  remarque  que  les  deux  quar- 
tes AD  Ci,  CFE/  font  faits  ,  l'un  fur 
AD  y  moyen  côté  du  triangle  ADH, 
l'autre  fur  EF,  égal  à  DH ,  petit  côté- 
du  même  triangle  ADH  ;  &  que  le 
quarré  AHEA,  égal  aux  deux  autres, 
L'hypoté-  eft  décrit  fur  le  grand  côté  AH ,  qu'on 
tdangicrec-  Homme  commuuémcnt    l'hypoténufe 
grand  côté""  ^u  ttiauglc  reâanglc  ;  on   découvrira 
Ftiequarré  bien-tôt  cctte  fameufe  propriété   deS: 
cft  égal  à  la  triangles  reâangles  ,   que  le  quarré  de 
qu'arrés  faits  l'hypoténufc  cft  égal  à  la  fomme  des 

fur  les  deux  /      r  •        r       i  1  /v     / 

autres.        quarres  laits  lur  les  deux  autres  cotes* 

XIX. 

F1G.5.&6.       Donc   lorfque  de  deux  quarrés 
!  D'où  fe  tire  HDKL ,  ABCD ,  on  n'en  voudra  faire 

une  manière 

fimpicderé-  Qu'un  fcuL  il  fcra  inutile  de  les  mettre 

duirc  deux       ■'• 

quarrés  en   a  côté  l'un  dc  lautre ,  &  de  les  décom- 

un  ieul.  »f  -  - 


DE    GEOMETRIE.      pi 

pofer  ^  comme  on  a  fait  dans  rArticle 
XVII.  Il  fufllra  de  placer  leurs  côtés 
AD,  DH,  de  façon  qu'ils  faflent  un  F1G.7. 
angle  droit ,  &  de  tirer  enfuite  la  ligne 
AH  ,  puifqu'alors  cette  ligne  fera  le 
côté  du  quarré  cherché  AHIE. 

XX. 

S I  on  avoit  deux  figures  femblables 
DAFGM,  DHPON,  &  qu'on  fe  pro-p,^  g.g^^; 
pofat  d'en  faire  une  troifiéme  ,  égale 
en  fuperficie  aux  deux  autres  prifes  en- 
femble,  il  ne  faudroit  que  pofer  les 
bafes  AD ,  HD  de  ces  figures ,  fur  les  p  i  q.  ,0; 
deux  côtés  d'un  angle  droit  ADH ,  &   si  les  côtés 

•  -1  XATT  r       t^'un  triangle 

l'hypoténufe  AH  du  triang^le  ADH  fe-  reaangiefer- 

■'  ^  *-'  vent  de  baies 

roit  la  bafe  de  la  figure  demandée.         à  trois  figu- 

^  ^  rcs    fembia- 

Pour  en  voir  la  raifon  qu'on  ima-  wes ,  la  fi- 

•*■  gure  faite  fur 

£:ine  les  quarrés  ABCD  ,   DHKL  ,  rhypoténufc 

^  ^  ^  .         '    égalera  les 

AHIE .  faits  fur  les  bafes  des  trois  fi-  <^ciix  autres 

prifes  entem- 

gures  femblables  ^  on  verra  d  abord  par  we. 
l'Article  XVIII.  que  le  quarré  AHIE 
vaudra  lui  feul  les  deux  autres  quar- 
rés ABCD ,  DHKL,    Or  les  figures 
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femblables  font  entr'elles  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  , 
(I.  Part.  Art.  XLVIL).  Donc  les  trois 
quarrés  ABCD,  DHKL,  AHIE,  fe 
trouveront  les  mêmes  parties  des  figu- 
res DAFGM,  DHPON ,  AHQRS. 

D'où  il  fera  aifé  de  conclure  que  la 
figure  AHQRS  vaudra  les  deux  au- 
tres. Suppofons ,  par  exemple  y  que 
chacun  de  ces  quarrés  fût  la  moitié  de 
la  figure  dans  laquelle  il  feroit  renfer- 
mé, perfonne  ne  douteroit  que  la  fi- 
gure AHQRS  ne  fût  égale  aux  deux 
autres  y  puifque  fa  moitié  vaudroit  feu- 
le les  moitiés  des  deux  figures  DHP, 
ON ,  D  AFGM.  Il  en  feroit  de  même 
fi  les  quarrés  ABCD,  DHKL,  AHIE, 
étoient  les  deux  tiers ,  les  trois  quarts  , 
&c.  des  figures DAFGM,  DHPON  , 
AHQRS. 

XXL 

S  I  on  fe  propofoit  d'ajouter  troî^ 
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quatre  ,  ôcc,  figures  femblables  ^  ou ,  ce    Rédurre 
qui  revient  au  même ,  trois ,  quatre ,  gu.cs  fcm- 

„  ,       -i  /  1        1     r         •  /^  •  l)Iablcsà  une 

occ.  quarres ,  la  mcthode  leroit  toujours  feuie. 
la  même.  Qu'on  voulût ,  par  exemple , 
en  ajouter  trois  ,  on  feroit  d'abord  un 
quarré  égal  aux  deux  premiers  ;  enfuite 
à  ce  nouveau  quarré  on  ajoûteroit  le 
troifiéme ,  &  par-là  on  auroit  un  quarré 
égal  aux  trois  quarréspropofés. 

XXI  L 

De -là  il  fuit  que  fi  on  fe  propo- 
foit  de  faire  un  quarré^  cinq,  fix  y  ôcc. 
fois  plus  grand  qu'un  autre ,  il  fuffiroit 
de  fuivre  la  méthode  précédente  pour 
réfoudre  ce  problême ,  6c  même  fon 
inverfe  ;  c'eft-à-dire ,  pour  faire  un  quar- 
ré qui  ne  feroit  que  la  cinquième  ,  la 
fixiéme ,  &c.  partie  d'un  quarré  propo- 
fé  ;  ce  qui  demandcroit  fimplement 
qu'on  fe  rappellât  1  a  manière  de  trou- 
ver une  quatrième  proportionnelle  à 
trois  lignes  données.     Mais  dans  la 
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troifiéme  Partie  de  cet  Ouvrage ,  nou§ 
donnerons  une  méthode  plus  direûe 
ôc  plus  commode  pour  réfoudre  ces 
fortes  de  problêmes, 

XXIIL 

L' ADDITION  des  figures  fem- 
blables  fournit  une  preuve  décifive  de 
la  néceflîté  d'abandonner  les  échelles, 
quand  on  veut  faire  les  opérations  d'u- 
ne manière  qui  puiffe  fe  démontrer  ri-* 
goureufemenu 

Suppofons,  par  exemple ,  qu'on  eût 
à  faire  un  quarré  double  d'un  autre  , 
ceux  qui  ne  fçauroient  par  la  méthode 
donnée  dans  l'Article  XVI.  s'y  pren- 
droient  vraifemblablement  de  la  ma- 
nière fuivante* 

Ils  diviferoient  le  coté  du  quarré 
donné  dans  un  grand  nombre  de  par- 
ties ,  en  100  parties  par  exemple  ;  en- 
fuite  multiphant  loo  par  loo  ^  ils  trou- 
veroient  loooo  pour  la  valeur  du  quar- 
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tê  ;  ce  qui  donneroit  20000  pour  celle 
du  quarré  demandé. 

Mais  de  la  valeur  de  celui  ci ,  ils  ne 
tîreroient  pas  la  manière  de  le  décrire  ; 
il  faudroit  qu'ils  euffcnt  fon  côté  ex- 
primé par  un  nombre,  &  que  ce  nom- 
bre fût  tel  qu'en  le  multipliant  par  lui-  Le  produit 
même  ;  c  eft-à-dire ,  en  le  quarrant ,  le  de'ia'muiti- 
pfoduit  donnât  20000.  Sr^bre 

Or  le  nombre  dont  ils  auroîent  be-  ^"  ^^^t' 
foin ,  ce  feroit  en  vain  qu'ils  le  cher-  nômbtef  ''^ 
cheroient  fur  une  échelle  dont  les  par- 
ties feroient  des  centièmes  du  côté  du 
premier  quarré  ;àar  141  ,  multiplié  par 
lui-même,  donneroit  ip88i,  &  142 
donneroit  201(^4  ;  ce  qui  s'écarteroit 
de  part  &  d'autre  du  nombre  qu'il:»  de- 
vroient  trouver. 

Peut-être  pourroient-ils  croire  qu'en 
partageant  le  côté  du  quarré  donné 
en  plus  de  100  parties  ,  ils  trouve- 
roient  un  nombre  déterminé  de  ces 
parties  pour  le  côté  du  quarré  double 
du  premier  j  mais  quelques  eiTais  qu  ils 


d 

eft 
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pûffent  faire ,  ils  trouveroient  toûjouri 
que  ce  feroit  en  vain  qu'ils  cherche- 
roient  deux  nombres,  dont  l'un  expri- 
La  racine  meroit  Ic  côté  \  OU ,  fuivant  le  langage 
.ft  "rnom-  ordinaire ,  la  racine  d  un  quarré  ,  & 
ïi^iiTparXi-  l'autre ,  le  côté^  ou  la  racine  du  quarré 

même  ,  don-  j        "Ul<a 
ne  le  quarré.    uOUDie. 

XXIV. 

En  effet,  on  démontre  en  Arith- 
métique, que  fi  deux  nombres  ne  font 
Un  nombre  P^s  multiplcs  Fun  dc  l'autre  ;  c'eft-à- 
d'u  "'aS^  dire ,    fi  l'un  ne  contient  pas  l'autre 
iondempiu-  ^^^  nombrc   exaa  de  fois ,  le  quarré 
fxaScminti  ^^  P^^^  grand  ne  fera  pas ,  non  plus  , 
multiple  du  quarré  du  plus  petit.  Ainfi 
5  y  par  exemple ,  ne  pouvant  pas  fe  di- 
yifer  exactement  par  4-,  fon  quarré  2  j 
ne  pourra  pas,  non  plus ,  fe  divifer  par 
1 6  quarré  de  4. 

Donc  fi  on  quarré  deux  nombres , 
dont  l'un  foit  plus  grand  que  l'autre  y 
ôc  en  foit  cependant  moins  quele  dou- 
ble^ il  viendra,  par  cette  opération, 

deux 
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deux  autres  nombres  ,  dont  l'un  fera 
moindre  que  le  quadruple  de  l'autre  , 
mais  fans  en  pouvoir  être  ni  le  dou- 
ble^ ni  le  triple.  Donc ,  qu'on  divife  le 
côté  d'un  quarré  en  tel  nombre  de  par- 
ties qu'on  voudra  ,  le  côté  du  quarré 
double  y  qui ,  fuivant  ce  qui  eft  démon*» 
tré  dans  l'Article  XVI.  fera  la  diago- 
nale de  ce  quarré ,  ne  contiendra  pas 
un  nombre  exaâ:  de  ces  mêmes  par- 
ties ;  ce  qu'on  exprimeroit  dans  le  lan- 
gage des  Géomètres ,  en  difant ,  que 
le  côté  du  quarré  &  fa  dias^onale  font  Lecôtéd'ua 

^  O  quarré  &  la 

incommenfurables.  diagonale , 

font    incom- 
menfurables. 

XXV. 

O  N  peut  encore  remarquer  qu'il  y   Autres  h- 

.     /Il  i«  '      i  gncs   incom- 

a  quantité  d  autres  lignes  qui  n  ont  au-  menfurabies. 

cune  commune  mefure. 

Car,  qu'on  écrive  les  deux  fuites  ^ 
i^  2,    5  ,  4,  î  ,    d,    7,  8,  p, 

&c. 

1,4,   p,  i5,2î,3(^,4P,(54,8i, 

&c, 

G 
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dont  la  première  exprime  les  nom- 
bres naturels  y  &  l'autre  leurs  quarrés  ; 
on  verra  que  comme  les  nombres  qui 
feront  entre  4  &  p  ,  entre  p  &  1 5 ,  en- 
tre i5  &  25* ,  ôcc.  n'auront  aucune  ra- 
cine ,  les  côtés  de  deux  quarrés ,  dont 
lunfera  ou  triple,  ou  quintuple,  ou 
fextuple  ,  ôcc.  feront  incommenfura*» 

blés  entr'eux. 

XXVL 

Mais  de  ce  que  plufieurs  lignes 
font  incommenfurables  avec  d'autres, 
peut-être  pourroit-il  naître  quelque 
foupçon  fur  Texaditude  des  propofi- 
tions  qui  nous  ont  fervi  à  conftater  la 
proportionalité  des  figures  femblables. 
On  a  vu  qu'en  comparant  ces  figures 
(I.  Part.  Art.XXXIV.  ôc  f.),  nous  avons 
toujours  fuppofé ,  qu'elles  avoient  une 
échelle  qui  pouvoit  également  fervir  à 
mefurer  toutes  leurs  parties  :  Suppofi-. 
tion  qui  maintenant  paroîtroit  devoir 
être  limitée ,  à  caufe  de  ce  qui  vient 
d'être  dit  s  il  ftut  donc  que  nous  rêve- 
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nions  fur  nos  pas ,  ôc  que  nous  exami- 
nions fi  nos  propoiitions  ,  pour  être 
vrayes,  n'auroientpas  elles-mêmes  be- 
foin  de  quelques  modifications. 

XX  VIL 

Reprenons  d'abord  ce  qui  cfl 
dit  dans  l'Article  XXXIX.  de  la  pre- 
mière Partie  ;  ôc  voyons  s'il  eft  exac- 
tement vrai  que  les  triangles  tels  que 
ahc,  ABC,  dont  les  angles  font  les  fig.h. 
mêmes ,  ayent  leurs  côtés  proportion-^  '*' 
nels.  Suppofons ,  par  exemple  ,  que  la 
bafe  du  premier  étant  ab ,  celle  du  fé- 
cond foit  une  droite  AB ,  égale  à  la 
diagonale  d'un  quarré  dont  al?  feroit  le 
côté  ;  &  cherchons  fi,  dans  cette  fup- 
pofition,  le  rapport  de  AC  2i  ac  ^  fera 
le  même  que  celui  de  AB  à  ah. 

Quoique ,  fuivant  ce  que  nous  avons 
vu  y  quelque  grand  que  pût  être  le  nom- 
bre des  parties  qu'on  fuppoferoit  arbi- 
trairement dans  aby  AB  ne  pourroit 
jamais  contenir  un  nombre  exacl  de  ces 

G  i  j 
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parties  ,  il  efl:  cependant  aifé  de  s'ap- 
percevoir  que  plus  ce  nombre  fera 
grand,  plus  AB  approchera  d'être  mé- 
furé  exaâement  avec  les  parties  de  ab. 
Suppofons  ^^diviféen  loo  parties;  ce 
que  AB  contiendra  de  ces  parties  fe 
trouvera  entre  141  ôc  142  (Article 
XXIIL).  Contentons-nous  de  141  ^ 
ôc  négligeons  le  petit  refte.  Il  eft  clair 
(I.  Part.  Art.  XXXIX.)  que;  AC  con- 
tiendra aullî  141  des.  parties  de^r. 

Suppofons  enfuite  ab  divifé  en  1000, 
parties  ;  ce  que  AB  contiendra  des  par-i 
tiesde^^,  fera  entre  1414  ôc  141 5; 
ne  prenons  que  14 14,  ôc  négligeons 
encore  le  refte ,  on  trouvera  de  même 
que  AC  contiendra  14 14  des  milliè- 
mes parties  de  4^  ,  ôc  qu'en  général 
AC  contiendra  toujours  autant  de  par- 
ties de  ac  y  avec  un  refte  y  que  AB  con- 
tiendra de  parties  de  ab^  avec  un  refte. 

De  plus,  ces  reftes  comme  nous 
venons  de  l'obferver ,  feront  de  part 
ôc  d'autre,  d'autant  plus  petits,  qu« 
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le  nombre  des  parties  de  aif  fera  grand. 
Donc  il  fera  permis  de  les  négliger,  fi 
on  imagine  la  divifion  de  /lè  pouffée 
jufqu'à  l'infini.  Donc  on  pourra  dire 
alors  que  le  nombre  des  parties  de  ac 
que  contiendra  AC  égalera  le  nombre 
des  parties  de  al?  que  contiendra  AB  , 
&  qu'ainfi  AC  fera  3.  ac  y  comme  AB 
à  aL 

Donc  nous  avons  rigoureufement 
démontré  que  lorfque  deux  triangles 
ont  les  mêmes  angles ,  ils  ont  leurs  giw  &  ics 

A     ,  .  1  r   •  1  fîçures  fcm- 

cotes  proportionnels  ,   loit  que  leurs  nabics ,  ont 

yv     ,  ^  leurs    côtés 

cotes  ayent  une  commune  melure  y  ou  proponion- 

j.i         ,  nels  ,    lors 

qu  ils  n  en  ayent  pas.  môme  que 

La  propofition  (I.  Part.  Art.  XLV.)  fo"  L'om, 

di    \    r       '        ^  •  i*/i         1*     mcnfurublcs. 

OU  le  tire  la  proportionnalité  des  li- 
gnes qui  fe  répondent  dans  les  figures 
fcmblables  ,  fe  juftifieroit  de  la  même 

façon. 
» 

XXVIIL 

O  N  verra  y  par  de  pareils   raifon- 

nemens ,  que   les  propofitions  expli- 

G..  • 
11) 
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quées   dans  les    Articles    XLIV.  &C 
XLVIL  de  la  première  Partie  ^   où 
l'on  a  fait  voir  que  les  aires  des  trian- 
Etcesfigu-  gles  &  des  figures  femblables  y  onten- 

rcs  font  toû-        -«    11  i  a  .  1 

jours  entr'ci-  tr  elles  la  même  proportion    que  les 

\ti  comme  /il  a     /       1  i 

les  quarrés  quarrcs  de  leurs  cotes  homologues  , 

de  leurs  cô-    ^  ^  .  .  /      /      1  a 

téshomoio-  lont  toujours  vraies  en  général,  même 
^""'         lorfque  les  côtés  de  ces  figures  fontin- 
commenfurables. 

Prenons  pour  exemple  les  triangles 
femblables  KRC^abc^  dont  nous  fuppo- 
ferons  les  hauteurs  încommenfurablesi, 
avec  leurs  bafes  ;  dans  ce  cas,  il  n'y 
aura  aucun  quarré ,  quelque  petit  qu'il 
foit  y  qui  puîffe  fervir  de  commune  me- 
fure  à  ces  triangles  ,  ôc  aux  quarrés 
faits  fur  leurs  bafes  ;  c'eft-à-dire ,  que  les 
aires  abc  ôc  abde  feront  incommenfura- 
bles  entr'elles ,  ainfi  que  les  aires  ABC 
&  ABDE  ;  mais  il  n'en  fera  pas  moins 
vrai  que  le  triangle  ABC  fera  au  quarré 
ABDE,  comme  le  triangle  abc  au  quar- 
ré abde. 

C'eft  de  quoi  on  s'alTurera,  en  obfer- 
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vant  que  plus  les  parties  de  rdchelle, 
dont  on  fe  fervira  pour  mefurer  AB 
ôc  CK  feront  fuppofces  petites ,   plus 
on  approchera  d'avoir  les  nombres  qui 
exprimeront    le   rapport   de  ABC    à 
ABDE.    Donc  divifant  toujours  l'é- 
chelle du  triangle  abc  dans  le  même 
nombre  de  parties ,  &  négligeant  les 
relies ,  on  verra  que  les  mêmes  nom- 
bres fervir oient  toujours  à  exprimer  le 
rapport  du   triangle  ABC  au  quarré 
ABDE  ,  &  celui  du  triangle   abc  au 
quarré  abde.  Qu'on  pouffe ,  par  la  pen- 
fée^  la  divifion  des  échelles  jufqu'à  l'in- 
fini,  les  reftes  deviendront  abfolument 
nuls  ;  ôc  l'on  pourra  dire ,  que  les  nom- 
bres qui  exprimeroient  le. rapport  du 
triangle  abc  au  quarré  abde  y  exprime- 
roient aurti  le  rapport  du  triangle  ABC 
au  quarré  ABDE  ^  ôc  qu'ainfi  le  trian- 
gle  abc  fera  au  quarré  abde ,  comme  le 
triangle  ABC  au  quarré  ABDE. 

Gt..  • 
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Il  en  feroit  de  même  de  toutes  les 
figures  femblables. 


i 
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TROISIEME     PARTIE. 

De  la  me  Cure  des  figures  circulaires^ 
&  de  leurs  propriétés. 

Près  être  parvenu  à  mefurer 
toutes  fortes  de  figures  recli- 
lignes  ,  on  a  voulu  avoir  la 
manière  de  déterminer  celles  que  bor- 
nent des  lignes  courbes.  Les  Terrains, 
&  en  général  ,  les  efpaces  dont  il 
s'agit  de  çhçrcher  la  mefure ,  ne  font 
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pas  toujours  terminés  par  des  lignes 

droites. 

Souvent  les  figures  curvilignes  ^  & 
les  figures  mixtes  ,  c'eft-à-dire ,  cel- 
les qui  font  bornées  par  des  lignes 
droites  ,  ôc  par  des  lignes  *  courbes  , 
peuvent  fe  réduire  à  des  figures  en- 
tièrement re£tilignes  ,  comme  nous 
lavons  déjà  dit  ;  car  qu'on  eût  à  me- 
Pi-.Viii.  furer  une  figure  telle  que  ABCDEFG, 
Fi©.  I.  on  pourroit  prendre  le  côté  AD  pour 
un  aflemblage  de  deux ,  de  trois  y  ôcc, 
lignes  droites ,  fubftituant  en  fuite  la 
droite  FD  à  la  courbe  FED  ,  on  au- 
roit  la  figure  reâiligne  ABCDFG  , 
qui  différeroit  fi  peu  de  la  figure  mix- 
te y  que  l'une  pourroit  être  prife  pour 
l'autre  ^  fans  erreur  fenfible. 

On  opéreroit  donc  fur  cqs  figures  , 
en  fuivant  les  méthodes  précédentes  : 
mais  les  Géomètres  ne  s'accommode- 
roient  guéres  de  ces  fortes  d'opéra- 
tions ;  ils  n'en  veulent  que  de  rigou- 
reufes  :  d'ailleurs  ^  il  y  a  tel  cas  ,  où 
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la  transformation  d'une  figure  cur- 
viligne >  ou  mixte  ,  en  une  figure 
entièrement  reâiligne  ,  demanderoit 
qu'on  partageât  fon  contour  en  un  (î 
grand  nombre  de  parties  ^  qu'alors  la 
méthode  commune  deviendroit  impra- 
ticable ;  auffi  ne  feroit-on  pas  tenté  de 
la  fuivre ,  fi  on  avoit  à  mefurer  un  ef- 
pace  tel  que  Z  (  Fig.  7.  ) ,  ou  le  cercle 
entier  X  ( Fig.  3») y'i\  faudroit  prendre 
une  autre  voie  pour  trouver  la  mefure 
de  ces  fortes  d'efpaces.  Ici  nous  ne 
nous  attacherons  qu'à  ceux  dont  les 
contours  renferment  des  arcs  de  cer- 
cle. 

I. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  fig. 5. 
l'aire  du  cercle  X  à  mefurer.  On  ob- 
fervera  qu'en  lui  infcrivant  un  poligone 
régulier  BCDE  &c.  plus  ce  poligo- 
ne aura  de  côtés,  plus  il  approche- 
ra d'être  égal  au  cercle.  Or  on  a 
vu  que  l'aire  de  cette  figure  (  L  Part. 
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Art.  XXII.)  eft  égale  à  autant  de  fols  le 
produit  du  côté  BC  par  la  moitié  de 
Tapothéme  AH^  que  le  poligonea  de 
côtés  ;  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 
que  cette  aire  a  pour  mefure  le  produit 
du  contour  entier  BCDE  ôcc.  par  la 
moitié  de  l'apothème.  Donc  puifqu  en 
pouffant  jufqu'à  l'infini  le  nombre  des 
côtés  du  poligone ,  fon  aire ,  fon  con- 
tour,  fon  apothème  ;  égaleront  Paire  , 
le  contour  ôc  le  rayon  du  cercle  ;  la 
La  mefure  mcfure  du  ccrcle  fera  le  produit   de 

du  cercle  ,x».  f>f  «  ••/J/' 

eft  le  produit  13.  circonicrence  par  la  moitié  de  Ion 

de  fa  circon- 
férence psr  la  rayon. 
moitié  de  ion 
rayon.  J  T 

I L  fuit  de-là  que  la  fuperficie^  d'un 

Pi  G.  4.  cercle  BCD  ,  eft  égale  à   celle  d'un 

traire  du    ttianglc  ABL  ^  dont  la  hauteur  feroit 

é?a!e\  un    Ic  rayon  AB ,  &  la  bafe  une  droite  BL 

triangle  dont     /       1       \    1  •  r/ 

la  hauteur  eft  égalc  a  la  circonierence. 

le  rayon,    & 

la  baie  une  t  t    t 

droite  égale  à  III» 

la  circonfé- 

II  ne  s'agît  donc  que  d'avoir  le 
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rayon  &  la  circonférence.  A  l'égard 
du  rayon  y  il  eft  aifé  de  le  mefurer  ; 
il  n'en  eft  pas  de  même  de  la  circon- 
férence :  cependant ,  pour  avoir  fa 
îiicfure  ,  on  peut  envelopper  le  cer- 
cle, d'un  fil  ;  ce  qui  dans  beaucoup 
d'occafions  fuffit  pour  la  pratique. 

Mais  y  jufqu'à  préfent,  on  n'a  pu 
parvenir  à  méfurer  géométriquement 
la  circonférence  du  cercle  ;  c'eft-à-di- 
re,  à  déterminer  exaftement  le  rapport 
qu'elle  a  avec  le  rayon.  On  trouve  ce 
rapport  à  des  cent-millièmes  ,  à  des 
millionièmes  près ,  &  même  on  en  ap- 
proche tant  qu'on  veut,  fans  que  pour 
cela ,  on  puifTe  le  déterminer  rigou- 
reufement. 

IV. 

L'approximation  la  plus 
fimple  qu'on  ait  trouvée  ,  eft  celle 
qu'on  tient  d'Archiméde.  Le  diamètre 
ayant  7  parties,    ce  que  la  circonfé-   lc diamètre 

j  .  f>  d'un  cercle 

xence  contient  de  ces  parties  elt  entre  ayant  7  p*. 


iio  E  L  E  M  E  N  S 

lies,  la cir-  21  &  22  ;  &  PoH fçait  qucllc  appro- 

conférence  -,  Il  •■ 

en  a  près  de  che  Dcaucoup  plus  de  22  que  de  2 1 . 
22. 

V. 

I 

A  u  refte ,  il  eft  clair  que  fi  on  fça- 

voit  exaâement  le  rapport  d'une  feule 

circonférence  à  fon  rayon  ,  on  fçauroit 

celui  de  toutes  les  autres  circonféren- 

icscircon-  ^^g  ^  leurs  ravons  ;  ce  rapport  devant 

férences  des  J  '  i  i 

cercles ,  font  g^j-^  j^  même  dans  tous  les  cercles  : 

cntr'elles  , 

comme  leurs  propofition  qui  paroît  fi  fimple  ^  qu  elle 
n'a  pas  befoin  d'être  démontrée ,  puit 
qu  on  fent  que  quelles  que  fuflent  les 
opérations  qu'on  auroit  faites  pour  mé- 
furer  une  circonférence  ,  en  fe  fervant 
des  parties  de  fon  rayon  ^  il  faudroit 
qu'on  fit  les  mêmes  opérations  ,  pour 
mcfurer  toute  autre  circonférence  ; 
qu'ainfi,  on  lui  trouveroit  le  même 
nombre  de  parties  de  fon  rayon. 

y  L 

I L  eft  évident  que  les  cercles  ont 
encore  la  propriété  générale  de  tour 


DE    GEOMETRIE,     m 

tes  les  figures  femblables  (  I.  Part.  Art. 
XLVII.  )  ;  je  veux  dire^  que  leurs 
furfaces  font  en  même  proportion  que 
les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  : 
mais  comme",  pour  appliquer  cette  pro- 
pofition  aux  cercles,  on  ne  pourra  pren- 
dre leurs  côtés ,  il  faudra  fe  fervir  des 
rayons  ;  alors  on  verra  que  les  cercles    us  airts 

I  .  «Il  ^^^  cercles 

auront  leurs  aires  proportionnelles  aux  fom  propor- 

,      ,      I  tionnellcsaui 

quarres  de  leurs  rayons.  quarrés  de 

S,.i  TT   '  J'    i_        J  ^^^^  rayons. 

il  ne  paroilioit  pas  d  abord  que  cette 

propofition  dût  fuivre  de  ce  qui  eft  dit 
dans  l'Article  XL  VIL  de  la  première 
Partie ,  &  qu'on  voulût  en  avoir  une 
démonftration  particulière ,  on  feroit 
attention  qu'il  reviendroit  abfolument 
au  même ,  de  comparer  les  aires  de 
deux  cercles  BCD,  EFG,  ou  celles  FiG.4.&f, 
des  triangles  ABL ,  AEM ,  qui  leur 
feroient  égaux  (  Article  IL  )  en  fuppo- 
fant  que  leurs  bafes  BL  Ôc  EM,  fuf- 
fent  les  développemens  des  circonfé- 
rences BCD  &  EFG  y  &  que  leurs 
hauteurs  fuifent  les  rayons  AB  &  AE. 
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Or  par  rArticic  précédent ,  ces  trian- 
gles feroient  fenibîables  ;  donc  leurs 
aires  (croient  en  même  proportion  que 
les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues 
AB  ^  AE ,  rayons  des  cercles  BCD  & 
EFG.  Donc,  ôcc. 

VIL 

Les  cercles  ^  à  caufe  de  leur  fimi-^ 

litude ,  auront  auffi  ,  de  même  que  les 

figures  femblables  ,   cette  propriété , 

Des  trois   que  fi  ^  cu  prenant  les  trois  côtés  d'un 

cercles  qui  .  ^  .  ,  , 

om  pour      triangle  rectangle  pour  rayons,  on  de- 
rayons  les  .  .  .  1-1  1 

trois  côtés     crit  trois  cercles ,  celui  dont  le  rayon 

dMn  triangle  ^  ^  /        r  7       1  1  J 

redangie,     lera    1  hypoteiiuie ,    égalera  les  deux 

celui  que  •  r       y  ^ 

donne  Thy-   autrcs  pris  eiiiemble. 

rotcnufe  vaut  *  •     r*  a  • 

les  deux  au-  Ainli ,  on  pourra  toujours  trouver 
fembie.  un  ccrcle  égal  à  deux  cercles  donnés, 
&  cela  fans  prendre  la  peine  de  mefij-» 
rer  chacun  de  cts  cercles.  Qu'on  veuil- 
le ,  par  exemple ,  faire  un  baffin  qui 
contienne  autant  d'eau  que  deux  au- 
tres ,  la  profondeur  étant  la  même  ; 
qu'on  veuille  trouver  l'ouverture  d'un 

tuyau 
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tuyau  de  fontaine ,  par  lequel  il  s'écoule 
autant  d'eau  que  par  deux  tuyaux  don^ 
nés  ;  on  y  réuflîra  fans  peine ,  en  pre- 
nant la  voie  que  nous  venons  d'indi:: 
quer. 

VIII. 

S 1  on  avoit  à   mefurer   la  fuper- 
ficie  d'une  couronne    V,  figure  en-    Fie.  ^. 
fermée  entre    deux   cercles  concen-    une  cou- 
triques   EFG,    BCD  ;  c'eft-à-dire  ^  pace  enfumé 

.  1  •  •  eniîs    deux 

entre  deux  cercles ,  qui  auroient  un  cerdes  œn- 

,  centriqucs. 

centre  commun  ,  ce  qui  le  prelente- 
roit  d'abord^  ce  feroit  de  mefurer  fé- 
parement  les  fuperficies  des  deux  cer- 
cles ,  &  de  retrancher  la  plus  petite  de 
la  plus  grande.  Mais  il  eft  aifé  de  s'ap- 
percevoir  que  le  problême  peut  fe  ré- 
foudre d'une  manière  plus  commode 
pour  la  pratique. 

Imaginons  un  triangle  ABL  ,  qui  aie 
le  rayon  AB  pour  hauteur  ^  &  dont  la 
bafe  foit  une  droite  BL ,  égale  à  la  cir- 
conférence BCD.  Si  oa  ^éne  par  Iq 

H 
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point  E,  la  droite  EM  parallèle  a 
BL,  cette  droite  fera  égale  à  la  cir- 
conférence EFG  ;  car  à  caufe  de  la  fi- 
militude  des  triangles  AEM  ^  ABL  ^  il 
y  aura  même  proportion  entre  AB  ôc 
BL  y  qu'entre  AE  ôc  EM.  Or  par  la 
fuppofition  5  BL  égalera  la  circonfé- 
rence dont  AB  fera  le  rayon.  Donc 
EM  égalera  auffi  la  circonférence  qui 
aura  pour  rayon  la  ligne  AE ,  partie 
de  AB.  Il  en  feroit  de  même  de  toute 
autre  ligne  Kl,  parallèle  à  BL  ;  elle 
feroit  toujours  égale  à  la  circonférence 
dont  AK  feroit  le  rayon. 

De  l'égalité  fuppofée  entre  la  circon- 
férence EFG ,  &  la  droite  EM ,  fuit 
néceffairement  Tégalité  du  triangle 
AEM  au  cercle  EFG  ;  donc  il  faut  que 
i'efpace  reftiligne  EBLM,  foit  égal 
à  la  couronne  propofée  V.  Or  cet  et 
pace  EBLM,  fe  peut  aifément  chan- 
ger en  un  reSangle  EBPH ,  en  cou- 
pant ML  en  deux  parties  égales  MI  ôc 
IL,  ôc  en  menant  à  BL  par  le  point  I 
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la  perpendiculaire  HIP ,  qui  donnera 
le  triangle  ajouté  MHI ,  égal  au  trian- 
gle retranché  PLI. 

Donc  fi  par  le  point  I  on  mène  à  BL' 
la  parallèle  IK^qui  coupera  EB  en  deux 
parties  égales  y  la  couronne  propofée, 
égale  à  l'efpace  EBLM  ou  à  EBPH, 
aura  pour  mefurele  produit  de  EB  par. 
Kl  5  circonférence  dont  AK  fera  le 
rayon. 

Donc  pour  mefurer  une  couronne  V,    pour  mefu- 
il  faut  multiplier  fa  largeur  EB  par  la  îonne^rr^Jc 
circonférence  KOQ ,   dite  moyenne  i^rVlfr paria 
entre  les  circonférences  BCD  ôcEFG,  moy'^nnc!""^ 
parce  qu  elle  furpaffe  la  petite  circon- 
férence EFG  y  ou  la  droite  EM ,  d'une 
quantité  MH  ^  égale  à  PL  ^  quantité 
dont  elle  eft  furpaffée  par  la  grande  cir- 
conférence BCD  y    eu  par  la  droite 
BL. 

L  o  R  s  Q  u'  I  L  s'agira  de  mefurer  une 
figure  Y,  compofée  d'arcs  de  cercles     Fis  i* 

Hij 
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difiérens  ,    ôc  de  lignes  droites  J    ou 

Fi  G.  7«  une  figure  Z,  uniquement  compofée 

d'arcs  de  cercles  ;  toute  la  difficulté 

Le  ferment  fe  réduira  à  mefurer  des  fegmens  de 

unefpace  ter-  cercle  ;  c'cft-à-dire  ^  des  efpaces  tels 

arc  &  par  fa  que  ABCE*,  tcmiinés  par  un  arc  ABC 

,  *     g   ôc  par  la  corde  AC.    Car  les  figures 

entièrement  compofées  d'arcs  de  cer- 

La  memre  clcs  ,  OU  d'arcs  ÔC  de  Hgncs  droites  , 

ée  toiues  les  ^  r  21    ' 

figurescircu-  pcuvcnt  toutcs  etrc  coniiderees  com- 
dukà celle  '  nie  des  figures  reûilignes,  augmentées 
cgmem.  ^^  diminuécs  de  certains  fegmens. 

X. 

L  A  mefure  d'un  fegment  quelcon- 
que ABCE  eft  facile  à  trouver  ^  lorf- 
qu'on  fçait  celle  du  cercle  ;  car  qu'on 
Le  fcacur  titc  Ics  Hgncs  AT  3  CT,  au  centre  T. 
tion'de  ccr-  de  l'arc,  on  formera  une  figure  ABCT, 
pa^r'di^x"^  appellée  feâeur,  dont  Paire  fera  au 
parrarc      cerclc ,  comme  l'ard  ABC  à  la  cîr- 

qu'ils  corn-  nt  ^'  1  o  '  rf 

prennent.      conlérence  entière,  &  qui ,  par  conie- 

Sa  mcfiire,  queut ,  aura  pour  mefure  le  produit  de 

UiLli,  ""    la  moitié  du  rayon  AT  par  l'arc  ABC  : 
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or  le  feâeur  étant  déterminé  ,  il  ne  fau- 
dra plus  qu'en  retrancher  le  triangle 
ACT,  pour  avoir  le  fegment  ABCE, 

XL 

Comme  il  arrive  affez  fouvcnt  que 
lorfqu'on  fe  propofe  de  mefurer  une 
figure  telle  que  Y  ^  on  n'a  pas  le  centre  f  i  g.  ». 
de  Tare  HIX,  &  que  cependant,  fans 
ce  centre ,  on  ne  fçauroit  mefurer  la  fi- 
gure ,  puifque  la  méthode  précédente 
exige  la  connoifTance  du  rayon,  il  faut 
que  nous  cherchions  le  centre  d'un  arc 
de  cercle  quelconque. 

Soit  ABC  *  Tare  de  cercle  propofé,  Trouver  ic 
fi  on  prend  à  volonté  deux  points  A  ôc  "cdecercre 
B  fur  cet  arc  ,  ôc  que  de  ces  points ,  'î^^'^^^^^^"- 

J/       -  1  '♦FiG.  ^. 

comme  centres ,  on  décrive  les  quatre 
arcs  goi ,  foh  ;  Ipk ,  mpn ,  les  deux  pre- 
miers, d'un  rayon  quelconque^  ôc  les 
deux  autres  ,  ou  de  ce  même  rayon , 
ou  de  tel  autre  rayon  qu'on  voudra  ;  il 
eft  clair  que  le  centre  cherché  de  Tare 
ABC  ,  fera  fur  la  ligne  op  ^  qui  join- 

Hiij 
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.  dra  les  points  d'interfeftions  o  ^  p. 
Choififlant  enfuite  un  troifiéme  point 
C  y  fur  l'arc  ABC  y  &  fe  fervant  de  B 
&de  C,  de  la  même  manière  qu'on  s'eft 
fervi  de  A  ôc  de  B  ^  on  aura  une  droite 
^r,  fur  laquelle  devra  encore  fe  trou- 
ver le  centre  demandé.  Donc  ce  cen~ 
tre  fera  le  point  de  rencontre  T,  des 
lignes  op  j  qr, 

XIL 

Ainsi,  quelqu'arrangement  qu'on 
donne  à  trois  points ,  pourvu  qu'on  ne 
.  *  les  place  pas  en  ligne  droite ,  on  pour- 
ra toujours  les  lier  par  un  arc  de  cer- 
cle ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 
quelle  que  foit  la  proportion  des  côtés 
Tiç.  10.  AC,  BC,  d'un  triangle  ACB,  avec  fa 
bafe,  on  pourra  toujours  circonfcrire 
un  cercle  à  ce  triangle, 

XIIL 

L  A  méthode  que  nous  venons  de 
donner^  pour  circonfcrire  un  cercle  à 
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un  triangle,  étant  appliquée  fucceiïive- 
mentà  difî'érens  triangles  A  CB  ,  AEB,  Fic.  u. 
AGE  y  plus  ou  moins  élevés  à  l'égard 
de  leur  bafe  AB  ,  on  s'apperçoit  qu'en 
paiTant  d'un  triangle  ACB,  dont  l'an- 
gle au  fommet  eft  fort  aigu,  à  d'au- 
tres triangles  AEB,  AGB,  dont  l'angle 
au  fommet  eft  plus  ouvert  ;  le  centre 
du  cercle  circonfcrit  s'approche  conti- 
nuellement de  AB ,  ôc  que  ce  centre 
paffe  enfuite  au  deflbus  de  AB  ,  lorf- 
que  l'angle  au  fommet  AGB  a  atteint 
une  certaine  ouverture.  Or  voyant  paf- 
fer  ce  centre  au  deffous  de  AB ,  après 
l'avoir  vu  au  defTus ,  il  doit  venir  dans 
Tefprit ,  ce  me  femble ,  de  chercher  de 
quelle  efpece  eft  le  triangle  AFB,  lorf-  Fig.  li. 
que  le  cercle  circonfcrit  a  fon  centre 
fur  AB  même. 

Pour  connoître  ce  triangle  AFB,  on 
commencera  par  remarquer  que  dans 
ce  cas  particulier,  la  portion  du  cer- 
cle circonfcrite  au  triangle  doit  être 
exadement  un  demi-cercle  :  en  effet , 

H  iiij 
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le  centre  du  cercle  devant  fe  trouvcf 
fur  la  bafe  AB^  dont  les  deux  extré- 
mités font,  parla  fuppofition,  dans  la 
circonférence  ^  le  centre  M  ne  pourra 
pas  manquer  d'être  fitué  précifément 
au  milieu  de  AB  ^  de  forte  que  AB  fera 
nécefîâirement  un  diamètre. 
sid'unpoînt       On  verra  enfuite  que  de  quelque 
dcl^drcon-  point  F  du  demi-cercle ,  qu'on  tire  les 
dtrefde",  lignes  F  A ,  FB ,  l'angle  AFB  fera  droit. 


Car  menant  FM  ,  les  deux  triangles 

<^iT  diamètre, 
en  aura  un 
angle  droit. 


on  tire  deux 
droites  aux 

extrémités     j^YM  y  MFB,  feront  ifocéles  ;  donc 


en  aura  un      J^g  J^^^   ^^^g^^^  ^^M  y   MFB  y     fcrOUt 


refpeâivement  égaux  aux  angles  FAM, 
FBM  ,  ou  ^  ce  qui  revient  au  même  , 
l'angle  total  AFB  égalera  la  fomme 
des  deux  angles  FAM,  FBM  ;  mais 
les  trois  angles  AFB ,  FAM ,  FBM  , 
pris  enfemble  ,  valent  deux  droits. 
Donc  l'angle  AFB  fera  droit. 

Ainfi  y  Cl  on  décrit  fur  la  bafe  AB  , 
un  triangle  redtangle  quelconque ,  ce 
triangle  aura  la  propriété  demandée , 
d'être  infcrit  dans  un  cercle  dont  le 
centre  eft  fur  la  bafe. 
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XIV. 

C  ETTE  propriété  du  cercle^  que  Tan- 
gle^  qui  a  fon  fommet  dans  la  demi- 
circonférence,  ôc  qui  eft appuyé  furie 
diamètre,  eft  toujours  droit ,  porte  à 
chercher  fi  les  autres  parties  du  cer- 
cle nauroient  pas  quelque  propriété 
analogue  ;  fi  ,  par  exemple ,  les  angles 
ACB  y  AEB  ,  AFB  ,  pris  dans  un  feg-  P  l.  iX. 
ment  ACEFB  ,  ne  feroient  pas  tous  Fie.  i. 
égaux  entr'eux,  ainfi  que  le  font  ceux 
du  demi-cercle. 

Pour  nous  en  aiïiirer  ,  nous  com- 
mencerons par  chercher  la  valeur  d'un 
de  ces  angles ,  ôc  nous  verrons  enfuite 
fi  les  autres  ont  la  même  valeur.  Nous 
prendrons  par  exemple ,  Tangle  AEB,  fig.  2. 
dont  le  fommet  E  eft  placé  au  milieu 
de  Parc  AEB.  Comme  la  ligne  EDG , 
qui  paffc  par  le  centre  D ,  coupe  cet 
angle  en  deux  parties  égales ,  il  fiiffira 
de  mefurer  l'angle  AEG  fa  moitié ,  ou, 
ce  qui  revient  au  même ,  il  fuffira  de 
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de  fçavoir  quelle  partie  l'angle  AEG 
eft  d'un  angle  déjà  mefuré,  tel  que 
AD  G  ;  je  dis  que  l'angle  ADG  eft 
déjamefuré,  parce  que  nous  fçavons 
que  l'arc  AG  eft  fa  mefure  (  !•  Part. 
Art.  LU.  ). 

Si  on  fait  attention  que  le  trian- 
gle AED  eft  ifocéle ,  on  verra  facile- 
ment que  l'angle  AEG  eft  la  moitié  de 
l'angle  ADG  ;  car  les  angles  AED  , 
EAD  (  I.  Part.  Art.  XXXI.  )  font 
égaux  :  mais  (  I.  Part.  Art.  LXVIII.  ) 
ces  deux  angles  ,  pris  enfemble ,  va- 
lent l'angle  extérieur  ADG.  Donc  l'an- 
gle AED  ou  AEG  ^  eft  la  moitié  de 
l'angle  ADG. 

Par  la  même  raifon  ,  l'angle  DEB 
fera  la  moitié  de  l'angle  GDB.  Donc 
l'angle  total  AEB  égalera  la  moitié  de 
l'angle  ADB.  Donc  fa  mefure  fera  la 
moitié  de  l'arc  AGB. 

XV. 

L' A  N  G  L  E    AEB   étant    mefure  , 
pour  fçavoir  s'il  eft  égal  à  chacun  des 
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autres  angles  qui  ont  leur  fommct  dans 
le  même  fegment  ^  il  faut  examip.cr  (î 
un  de  ces  angles  pris  à  volonté^  AFB     f^g.  5. 
par  exemple ,  eft  auflî  la  moitié  dj  l'an- 
gle au  centre  ADB.  On  s'en  affurera 
facilement^  en  tirant  la  droite  FDG   Tousiesan: 
par  le  centre.  Car  alors  on  verra  que  fom-TtHat 
rangle    AFB  fera  compofé  de  deux  !:;rf  ^i 
autres  AFD ,  DFB,  qui  feront ,  par  'i:^^ 
TArticle    précédent  y  les  moitiés  des  &"ont"rpoù 


pouc 


angles  ADG  ,  GDB,  d'où  l'on  con-  '^X"Tia 
dura  que  l'angle  total    AFB  fera  la  "^t'Lt- 
moitié  de  l'angle  ADB  ;  ôc  en  appli-  ^;;j^J^^  '^^'^' 
quant  le  même  raifonnement  à  tous  les 
angles  ACB,  AEB  ,  AFB,  qui  ont     p^ 
leurs  fommets  à  la  circonférence,  & 
qui  s'appuient  fur  le  même  arc  AGB , 
on  pourra  conclure  que  ces  angles  font 
égaux  entr'eux,  ainfi  que  nous  l'avions 
foupçonné  dans  PArticle  précédent. 

XVL 

P  A  R  M I  les  différens  angles  qui  ont 
leur  fommet  dans  l'arc  ACEFB  ,  il  y 
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en  a  qui  pourroient  d'abord  ne  paspa- 
roître  compris  dans  la  démonftration 
î^i  c,  4.  précédente;  ce  font  des  angles  AFB , 
tels,  que  la  droite  FDG  tirée  parle 
centre ,  pafle  hors  de  l'angle  ADB. 
Cependant  ,  en  remarquant  toujours 
que  l'angle  DFA  eft  la  moitié  de  l'an- 
gle GDA,  ôcl'angle  DFB ,  la  moitié 
de  l'angle  GDB  y  on  verra  que  l'angle 
AFB  y  excès  de  l'angle  DFB  fur  l'an- 
gle DFA  y  fera ,  dans  ce  cas^  la  moitié 
de  l'angle  ADB;  excès  de  l'angle  GDB 
fur  GDA. 

XVII. 

Par  les  figures  dont  nous  nous 
fommes  fervis  ,  il  fembleroit  aufli  que 
la  démonftration  précédente  ne  con- 
viendroit  qu^aux  fegmens  plus  grands 
qu'un  demi-cercle  ;  mais  il  eft  aifé  de 
voir  qu'un  angle  quelconque,  tel  que 
Fi«.  5.  AFB,  qui  auroit  fon  fommet  dans  un 
fegment  plus  petit  qu'un  demi-cercle , 
feroit  toujours  compofé  de  deux  autres 
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DFB ,  DFA ,  moitiés  des  angles  BDG^ 
ADG  ,  ôc  par  conféquent,  que  cet  an- 
gle AFB  auroit  pour  mefure  la  moitié 
des  deux  arcs  BG  ,  AG  ,  c'eft-à-dire  , 
la  moitié  de  l'arc  AGB. 

XVIII. 

A  p  R  e's  avoir  vu  que  dans  un  mê- 
me fegment ,  les  angles  AEB ,  AFB  , 
AHB  ,  fuppofés   à  la  circonférence , 
font  tous  égaux ,  on  eft  tenté  de  cher- 
cher ce  que  devient  l'angle  AQB^  lorf- 
que  fon  fommet  fe  confond  avec  le 
point  B,  extrémité  de  la  bafe  AB.  Cet 
angle  s'évanoûiroit-il  alors  ?  Mais  il  ne 
paroît  pas  poffible  que  fans  s'être  ref- 
ferré  par  dégrés  y  il  vienne  tout-à-coup 
à  s'anéantir.    On  ne  voit  pas  quel  fe- 
roit  le  point  au-delà  duquel  cet  angle 
cefferoit  d'exifter  :  comment  donc  par- 
viendra-t-on  à  en  trouver  la  mefure  ? 
c'efl:  une  difficulté  qu'on  ne  peut  ré- 
foudre ,  fans  recourir  à  la  Géométrie 
de  l'infini ,  dont  tous  les  hommes  ont^ 


F  I  G.    ^ 
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au  moins  ^  une  idée  imparfaite  ^  qu'il  nô 
s'agit  que  de  développer* 

Obfervons  d'abord^  que  quand  le 
point  E  s'approche  de  B  ^  en  devenant 
F,  H,  Q  ^  &c.,  la  droite  EB  s'accour- 
cit  continuellement  ,  &  que  l'angle 
EBA  qu'elle  fait  avec  la  droite  AB  , 
s'ouvre  de  plus  en  plus.  Mais  quelque 
courte  que  devienne  la  ligne  QB  ,  l'an- 
gle QBA  n'en  Ibra  pas  moins  un  an- 
gle ^  puifque  pour  le  rendre  fenfible^  il 
ne  faudroit  que  prolonger  la  ligne  ac- 
courcie  QB  vers  R  ;  en  doit-il  être  de 
même ,  lorfque  la  ligne  QB ,  à  force 
de  diminuer ,  s'efl:  réduite  enfin  à  zéro  ? 
qu'eft  devenue  alors  fa  pofition  f  qu'eft 
devenu  fon  prolongement  ? 

Il  eft  évident  qu'il  n'eft  autre  chofe 
que  la  droite  BS ,  qui  touche  le  cercle 
en  un  feul  point  B  y  fans  le  rencontrer 
en  aucun  autre  endroit ,  ôc  que  y  pour 
cette  raifon ,  on  appelle  tangente, 
la  tangente  De  plus ,  il  cft  clait  quc  pendant  que 
u  ijghi'qui   1^  lig^^  EB  diminue  continuellement 
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jufqu'à  s'anéantir  à  la  fin ,  la  droite  AE,  n^  ,ç  ,^„,,,c 

qui  devient  fucceilîvement  AF  ,  AH  ,  Joim.  ""^ 

AQ,&c.  s'approche  toujours  de  AB^  ôc 

qu'elle  fe  confond  enfin  avec  elle.  Donc 

l'angle  à  la  circonférence  AEB  y  après 

être  devenu  AFB ,  AHB ,  AQB  y  de-     ran^ic  a» 

vient  en  dernier  lieu  l'angle  ABS,  fait  cciûi^ufcft 

par  la  corde  AB  ,  &  par  la  tangente  corde^&  pL 

BS  ,  &  cet  angle  ^  qu'on  appelle  an-  """"^^"^^^ 

gle  au  fegmcnt,  doit  toujours  confer« 

ver  la  propriété  d'avoir  pour  mefure  la     sa  mefure 

.    .  /     1       V  A  r^Ti  «^  ^^  moitié 

moitié  de  1  arc  AljJt>.  de  rare  du 

Quoique  cette  démonftration  foit  ^*"''^"' 
peut-être  un  peu  abftraite  pour  les 
CommeiK^ans ,  j'ai  cru  à  propos  de  la 
donner,  parce  qu'il  fera  très-utile  à 
ceux  qui  voudront  pouffer  leurs  études 
jufqu'à  la  Géométrie  de  l'infini,  de  s'ê- 
tre accoutumé  de  bonne  heure  à  de 
pareilles  confidérations. 

Si  cependant  les  Commençans  trou- 
voient  cette  démonftration  au-deflus 
de  leurs  forces ,  il  eftaifé  de  les  mettre 
à  portée  d'en  découvrir  une  autre ,  en 
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leur  expliquant  la  principale  propriété 
des  tangentes. 

XIX. 

F I  «.  7.       Cette  propriété  cft  qu'une  tan- 
gente au  cercle  dans  un  point  quel- 
conque B,  doit  être  perpendiculaire 
La  tangente  au  diamètre  IDB  ,   qui  paffe  par  ce 
cuiake^a^f''  poiut.  Car  comme  la  courbure  du  ctz* 
pinfpar'  t  cle  eft  fi  uniforme  qu'un  diamètre  quel- 
Ée^em.   conque  IDB,  le  partage  en  deux  de. 
mi-cercles  lAB  ,  lOB ,  égaux  ôc  éga- 
lement Il  tués  à  l'égard  de  ce  diamètre^ 
il  faut  que  les  deux  parties  BS,  BH, 
de  la  tangente  commune  à  ces  deux 
demi-cercles,  foient  auffi  également  fi- 
tuées  à  l'égard  de  ce  diamètre  :  or  cela 
ne  fçauroît  être  fans  que  ID3  ne  foit 
perpendiculaire  à  la  tangente  HBS. 

XX. 

Delà  on  verra  facilement  pour-* 
quoi  l'angle  au  fegment  ABS ,  a  pour 
mefure  1^  moitié  de  l'arc  AGB, 


I 
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Car  l'angle  ADB^  joint  avec  les  deux 
angles  égaux  DAB,  DBA,  fait  (I.  Pam 
Art.  LXIV.  )  deux  droits.  Donc  la 
moitié  de  l'angle  ADB ,  joint  avec 
l'angle  DBA  fait  un  droit.  Mais  l'an- 
gle DBA  y  ajouté  avec  l'angle  ABS  , 
donne  auffi  un  droit.  Donc  l'angle 
ABS  eft  égal  à  la  moitié  de  l'angle 
ADB.  Donc  la  mefure  de  ABS  fera  la 
moitié  de  l'arc  AGB. 

XXL  ' 

L  A  féconde  démonftratîon  que  nous 
venons  de  donner  de  cette  propriété 
du  cercle,  que  l'angle  ABS  a  pour  me- 
fure la  moitié  de  l'arc  AGB  ,  fournit 
la  folution  du  problême  fuivant. 

Décrire  fur  AB  un  fegment  de  cer-  Fig.  8.&  9, 
cle  capable  de  Tanrfe  donné  L  ;  c'eft-    cequccvft 

,1    qu'un    fcg- 

à~dire ,  un  fegment  AFB ,  dans  lequel  ment  capable 
tous  les  angles  AFB  à  la  circonférence,  <i*^nné. 
foient  égaux  à  Fangle  L. 

Pour  réfoudre  ce  problême  ,  il  fau-    Manière  de 
dra  faire  en  A  ôc  en  B,  les  angles  BAS  mcDcïîpiwc 

I 
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i'un  angle     g^  ABS ,   chacuH  égal  à  l'angle  L\ 

donné.  *^  ^ 

&  élever  fur  AS  ôc  fur  ES ,  les  deux 
perpendiculaires  AD  &  BD  ;  leur  ren- 
contre D  fera  le  centre  de  Parc  cher- 
ché AFB. 

Car  par  PArticle  XIX.  les  droites 
BS  &  AS  feront  les  tangentes  du  cer- 
cle dont  le  centre  eft  D ,  &  le  rayon 
AD  ou  BD ,  puifque  BD  ou  AD  font 
perpendiculaires  à  BS  &  à  AS.  De 
pi^us  ^  par  l'Article  précédent ,  l'angle 
ABS  a  pourmefure  la  moitié  de  AGB, 
&  par  l'Article  XV.  les  angles  tels  que 
AFB ,  font  aufli  mefurés  par  la  moitié 
de  AGB.  Donc  ces  angles  AFB  feront 
égaux  à  ABS  ;  c'eft-à-dire  ,  à  l'angle 
L  y  ainfi  qu'on  le  demandoit» 

XXII. 

La  découverte  des  propriétés  des 
fegmens  de  cercle ,  que  nous  venons 
d'expliquer,  cft  due  vraifemblablement 
à  la  fimple  curiofité  des  Géomètres  ; 
mais  il  en  a  été  de  cette  découverte , 


DE  GEOMETRIE.  131 
comme  il  en  eft  tous  les  jours  de  beau- 
coup d'autres  ^  ce  qu'on  necroyoitpas 
d'abord  utile ,  le  devient  par  la  fuite  ; 
on  a  fait  dans  la  pratique ,  des  applica- 
tions fort  heureufes  des  propriétés  du 
cercle,  que  nous  venons  de  démontrer. 
Je  ne  donnerai  qu'une  feule  de  ces  ap- 
plications ;  on  la  trouvera  dans  la  folu- 
tion  du  problême  fuivant^  qui  eft  fou- 
vent  néceifaire  dans  la  Géographie. 

A,  B,  C,  font  trois  lieux  dont  on  Fig.  10. 
connoît  les  diflances  rcfpeclives  AB  •  ,J'^^''^'  ^* 
BC,  AC  ;  il  s'assit  de  fçavoir  à  quelle  '^^"  ^  ^™^^ 

"^  .  autres  doî^t 

diftance  de  ces  lieux,  eft  un  point  D  •  f"  rontions 

^^  ,  ^  ^    lont  connues, 

d  où  1  on  peut  les  voir  tous  les  trois  j 
mais  d'où  Ton  ne  peut  fortir  pour  opé- 
rer fur  le  terrain. 

On  commencera  par  tracer  fur  le 
papier  trois  points  a  ^  l?  y  <r ,  qui  foient  fi  g.  10* 
fitués  entr'eux  de  la  même  manière  que  ^  ^** 
les  trois  points  A ,  B ,  G ,  c'eft-à-dire 
en  langage  géométrique,  qu'on  fera 
le  triangle  abc  femblable  au  tnangle 
ABG. 
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Ayant  obfervé  enfuite  avec  le  demi- 
cercle  la  grandeur  des  angles  ADB, 
BDC,  on  fera  fur  ab  ^  le  fegment  de 
cercle  ^^^,  capable  de  l'angle  ADB  , 
&  fur  la  droite  bc  y  le  fegment  de  cer- 
cle bdc ,  capable  de  l'angle  BDC,la 
rencontre  d  de  ces  deux  fegmens  déli- 
gnera fur  le  papier  la  pofition  du  lieu 
D  y  c'efl-à-dire  ^  que  les  lignes  da^db, 
de  y  feront  en  même  proportion  à  l'é- 
gard de  abybcyac  ;  que  les  diftances 
cherchées  DA  ,  DB  ,  DC,  à  l'égard 
des  diftances  données  AB  ^  BC  ^  AC  : 
ce  qui  n'a  pas  befoin  de  démonftration, 
après  ce  qu'on  a  vu  fur  les  figures  fem- 
blables. 

XXIIL 

On  pourroit  facilement  faire  voir 
que  la  pratique  a  tiré  bien  d'autres  fe- 
cours  des  propriétés  du  cercle  ^  qu'on 
vient  de  démontrer  ;  mais  il  eft  plus  à 
propos  de  paffer  à  d'autres  propriétés 
du  cercle ,  qui  ont  été  tirées  des  pré» 
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cédentes  ,  ôc  qui  ont  eu  aufii  leur  uti- 
lité. 

Pour  procéder  par  ordre  à  la  décou- 
verte de  ces  propriétés ,   nous  com- 
mencerons par  remarquer  que  deux  an- 
gles quelconques  EDC  ,    EBC,  qui    Pl.X. 
s  appuient  fur  le  même  arc  EC  ,  étant     Fi  g.  i. 
égaux  ,     il   s'enfuit  que  les  triangles  \ 

DAE  ,  BAC  ^  ont  les  mêmes  angles  ; 
ceft-à-dire,  (I.Part.  Art.  XXXIX.) 
que  ces  triangles  font  femblables. 

Car  par  la  même  raifon  que  l'angle 
EDC  eft  égal  à  l'angle  EBC  ,  l'angle 
DEB  fera  égal  à  l'angle  DCB  ;  &  quant 
aux  angles  DAE,  BAC,  ils  feront  vifi- 
blement  égaux  ;  foit  parce  qu'ils  font 
faits  des  mêmes  lignes ,  foit  parce  que 
deux  triangles  ,  dont  l'un  a  deux  angles 
refpectivement  égaux  ,  à  deux  angles 
de  l'autre ,  ont  aulTi  néceflairement  le 
3"^^  angle  égal  (I.Part.  Art.XXXVlII.) 

Pour  reconnoitre  plus  facilement  en- 
fuite  dans  les  triangles  ADE,  ABC, 
les  propriétés  générales  des  triangles 

I  iij 
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femblables ,  nous  appliquerons  le  trian- 
Pio.i.&i.  gle  DAE  fur  le  triangle  BAC ,  en  po- 
fant  AD  fur  AB ,  &  AE  fur  AC  ,  afin 
que  DE  foit  parallèle  à  BC.  Nous  nous 
rappellerons  alors  , 

i^.  Que  fi  deux  triangles  ADE^  ABC, 
font  femblables,  les  quatre  côtés  AC, 
AE ,  AB,AD,  font  en  proportion; 
(I.  Part.  Art.  XXXIX.) 

a°.  Que  dans  toute  proportion,  le 
produit  des  extrêmes  eft  égal  au  pro- 
duit des  moyens  (  IL  Part.  Art.  VIII.  ) 
&  nous  conclurons  ds-là,  que  le  rec- 
tangle ou  le  produit  de  AC  par  AD  , 
Cil  égal  au  reftangle  de  AE  par  AB  ; 
propriété  du  cercle,  très  remarquable, 
ôc  qu'on  peut  énoncer  ainfi  :  Si  dans  un 
Deuï  cor-  ccrcle  on  tire  à  volonté  deux  droites 

des   fe  cou-  .    ^  ^  i     •         i  i 

païudansun  qui  Ic  coupcnt,  Ic  ptoduit  des  deux 

cercle,  le  rcc-  •  i       i  •  ail 

tangic  des    parties  de  la  première  elt  égal  au  pro- 

parties    de         -     .       -  .  •        J      1> 

runecft  égal  duit  des  dcux  parties  de  1  autre. 

au  reftangle 
lies  parties  de 

1'-"^-  XXIV. 

Fts.  5.       Si  les  deux  droites  BE,  DC,  fe 
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coupoient  perpendiculairement^  &  que 
Tune  de  ces  deux  droites  fût  un  diamètre 
DC,  il  eft  clair  que  les  deux  parties  AB , 
AE ,  de  l'autre  droite  BE^  feroient  éga- 
les entr'elles  ;  de  forte  que  la  propriété 
précédente  s'énonceroit  ainfi  dans  ce 
cas  particulier.  Si  furie  diamètre  DC 
dun  cercle,  on  élevé  une  perpendicu- 
laire quelconque  AB  y  le  quarré  de  cette  ^^  q^a^ë 
perpendiculaire  fera  égal  au  reâangle  titulaire 

1        A  T-i  A  r^  quelconque 

de  Au   par  AL.  au  diamètre 

•*"  d'un   cercle  , 

eft  égal  au 

X-^  -TT  rcftangle  des 

^    V  •  deux  rartiei 


eux  partiel 
du  diamètre. 


I L  arrive  fouvent  qu'on  a  befoin  de 
changer  un  redangle  en  un  quarré ,    changer  un 
l'Article  précédent  en  fournit  un  moyen  un  quarré. 
facile  :  foit  ACFE  le  reâangle  propofé,     F  i  g.  4. 
on  prolongera  AC  en  D ,  de  forte  que 
AD  foit  égal  à  AE_,  &  Ton  décrira  le 
demi -cercle  DBC,  dont  le  diamètre 
foit  DC.  Prolongeant  enfuite  le  côté 
EA  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  le  demi- 
cercle  ,    on   aura  AB  pour  le  côté 

I*«  *  * 
111; 
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du  quarré   cherché  ABGH  ,  égal  au 
redangle  donné  AFCE. 

XXVL 

O  N  propofe  fouvent  un  problême 
qui  n'efl:  que  celui  que  nous  venons 
de  réfoudre  ^  préfenté  autrement.  C  efl: 
de  trouver  une  ligne  qui  foit  moyen- 
ne proportionnelle  entre  deux  lignes 
^  Ce  que  douuécs  ;  on  entend  alors  par  la  moyen- 
moyenne      ne  proportionnelle ,  la  ligne  qui  eft  auffi 

proportion-  .  \   1  1  •  i 

miie  entre  grande  ^  par  rapport  a  la  plus  petite  des 
droites.  dcuxligues  douuécs  ,  qu'elle  eft  petite 
par  rapport  à  la  plus  grande  ;  c'eft* 
à-dire 5  que  fi  AB,  par  exemple,  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  AD  ôc 
AC ,  on  pourra  dire  que  AD  eft  à 
AB ,  comme  AB  eft  à  AC.  Or  il  eft 
bien  aifé  de  voir  que  ce  problême  eft 
le  même  que  le  précédent,  puifque 
(  IL  Part.  Art.  VIIL  )  le  produit  de 
AD  par  AC ,  c'eft-à-dire ,  le  rectangle 
de  ces  deux  lignes ,  fera  égal  au  produit 
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de  AB  par  AB  ,  c'eft-à-dire  y  au  quarré 
de  AB. 

Donc  lorfqu'on  voudra  trouver  une    Manière  <!• 

•  11  1  la  crouvcr, 

moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes  données ,  on  changera  le  reâan- 
gle  de  cts  deux  lignes  en  un  quarré 
dont  le  côté  fera  la  ligne  cherchée. 

XXVIL 

O  N  peut  encore  trouver  une  moyen-    Autre  ma- 
ne  proportionnelle  entre  deux  lignes,  "'  '^* 
d'une  autre  manière  qui  fuit  de  la  pro- 
priété du  cercle  expliquée  dans  FArti- 
cle  XIIL  Suppofons  que  AC  foit  la    pio.  < 
plus  grande  des  deux  lignes  données , 
&  AD  la  plus  petite,  on  élèvera  DB 
perpendiculairement  fur  AC  ,    &   le 
point  B ,  où  elle  rencontrera  le  demi- 
cercle  ABC ,  tracé  fur  le  diamètre  AC, 
donnera  la  ligne  AB,  moyenne  pro- 
portionnelle entre  AD  &  AC.Car  en  ti- 
rant BC,  il  eft  clair  que  le  triangle  ABC 
fera  redangle  en  B.  Donc  (I.  Part.  Art. 
XXXYIII.)  ce  triangle  ferafemblable 
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au  triangle  ABD  ,  puifque  ces  deux 
triangles  ont  d'ailleurs  Tangle  A  de 
commun  ;  mais  fi  les  triangles  ADB  & 
ABC  font  femblables  ,  ils  ont  leurs 
côtés  proportionnels.  Donc  AD  eft  à 
AB,  comme  AB  à  AC.  Donc  AB  eft 
moyenne  proportionnelle  entre  AD  & 
AC 

XXVIII. 

«gi^rT^cdiii!  ^  ^  ^^  vouloit  changer  une  figure 
^zaT  ''''  ^eâiiigne  quelconque  en  un  quarré,  il 
ne  faudroit,  pour  ramener  ce  problê- 
me à  l'Article  XXV.  que  faire  de  cette 
figure  un  reâangle  ;  ce  qui  feroit  fort 
facile  y  à  caufe  que  les  figures  reétili- 
gnes  ne  font  que  des  affemblages  de 
triangles ,  que  chaque  triangle  eft  la 
moitié  d'un  reâangle  qui  a  même  bafe 
&  même  hauteur  ^  6c  que  tous  les  rec- 
tangles pro venus  des  triangles,  ne  fe- 
ront plus  qu'un  feul  rectangle,  en  leur 
donnant  à  tous  une  hauteur  commune 
{IL  Part.  Art.  VI. ) 


y'. 
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XXIX. 

Les  figures  dont  les  contours  ren- 
fermeront des  arcs  de  cercle,  pourront 
auffi  être  changées  en  quarrés ,  lorf- 
qu'on  aura  mefuré  par  pratique  la  lon- 
gueur des  arcs  dont  elles  feront  com- 
pofées  ;  car  on  pourra  alors  changer  ces 
figures ,  ainfi  que  les  reûilignes ,  en  rec- 
tangles ;  on  aura  recours  pour  cela  aux 
Articles  IX.  &  X.  où  l'on  a  appris  à  me- 
furer  toutes  fortes  de  figures  circulai- 
res. 

XXX. 

O  N  tire  encore  de  la  propriété  du    Faire  un 
cercle,  expliquée  dans  l'Article  XXIV.  Toit't  un 

/^i       j       1  •  r      •!  r  •  autre  en  rai- 

une  méthode  bien  racilepour  faire  un  ion  aonnée. 

quarré  qui  foit  à  un  quatre  donné  ,  en 

raifon  donnée  ,  problême  que   nous 

avions  promis  dans  l'Article  XXII.  de 

la  féconde  Partie. 

Suppofons ,  par  exemple ,  qu'on  fe 

propofe  de  faire  un  quarré  qui  foif  au 
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Fie. ^.  quarré  ABCD^  comme  la  ligne  M  à 
la  ligne  N  ;  on  divifera  (  L  Part.  Art* 
XLI.)  le  côté  CB  au  point  E  ,  de 
manière  que  CB  foit  à  BE  comme  la 
ligne  N  à  la  ligne  M  ;  menant  enfuite 
la  paralelle  EF  à  AB^  le  reâangle 
ABEF ,  aura  la  même  fuperficie  que 
le  quarré  demandé  ;  donc  il  ne  s'agira 
plus  que  de  changer  ce  reâangle  en 
un  quarré. 

XXXI. 

Fi  G.  7.  S  I  on  veut  faire  un  poligone  HIK 
LM ,  qui  foit  à  un  polisfone  femblable 

Faire  un  ^  i         o 

poHgone  qui  ABCDE  ,  dans  la  raifon  de  la  ligne 

loit  en  railon  ^  ^ 

«lonnée  avec  X  à  la  li^nc  Y ,  on  commenccra  par 

un   poligone  , 

femblable.  faire  fur  le  côté  AB  du  poligone  don- 
né ABCDE,  le  quarré  ABGF,  en- 
fuite  on  cherchera  un  autre  quarré 
HIOQ  y  qui  foit  au  quarré  ABGF  , 
comme  la  ligne  X  à  la  ligne  Y.  Et  alors 
décrivant  fur  le  côté  HI  de  ce  quarré 
un  poligone  HIKLM ,  femblable  au 
premier  ABCDE  ,  ce  nouveau  poli- 
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gone  fera  celui  qu'on  demande.  La 
raifon  en  eft  bien  facile  à  trouver,  fi  on 
fe  rappelle  (  I.  Part.  Art.  XL VIII.  ) 
que  les  figures  femblables  font  entr'- 
elles  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés 
homologues. 

XXXIL 

S  I  on  vouloit  faire  un  cercle  dont     Faire  un 
Faire  fût  à  celle  d'un  cercle  donné  ,  loit  à  in  au- 
comme  X  à  Y ,  il  faudroit  conftruire  raiion  don. 
un  quarré ,  qui  fut  au  quatre  du  rayon 
de  ce  premier  cercle,  comme  X  à  Y, 
&  le  côté  de  ce  nouveau  quarré  feroit 
le  rayon  du  cercle  demandé. 

XXXIIL 

V o  t  CI  encore  une  propriété  du 
cercle  tirée  de  celle  qui  a  fourni  les 
problêmes  précédens. 

Si  d'un  point  A,    pris  hors  d'un     Fig.  ^; 
cercle ,  on  mène  à  volonté  deux  droi-    si  d'un 
tes  ABC  5  ADE ,  qui  coupent ,  cha-  hors  d^un 
cune,  la  circonférence  en  deux  points,  tire  deux 
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Hgnci  qui  ]e  ôc  qu'oii  mène  les  droites  CD ,  BE  ^ 
les  redan-    les  trianglcs  ACD  p  AEB  y  feront  fem- 
5eux  droites  blablcs ,  pulfquc  Pangle  A  eft  commun 
ticsextérieu.  EUX  dcux  trianglcs ,  &  qu'ils  ontd'ail- 
^gaux.        leurs  les  angles  à  la  circonférence  G 
&  E,  égaux.  Or  de  ce  que  les  trian- 
gles CAD ,  E AB  ^  font  femblables ,  il 
s'enfuit  que  les  quatre  lignes  AB  y  AD  , 
AE,  AC,  font  en  proportion,  ôcpar 
conféquent ,  que  le  redangle  des  deux 
droites  AB ,  AC ,  eft  égal  au  reâanglc 
des  deux  droites  AD ,  AE ,  ce  qui  peuc 
s'exprimer  ainfi.  Si  d'un  point  quelcon- 
que A,  pris  hors  d'un  cercle,  on  tire 
à  volonté  deux  lignes  droites  AC,  AE  , 
qui  traverfent  ce  cercle,  le  reâangle 
de  la  droite  AC  par  fa  partie  extérieu- 
re AB,  fera  égal  au  rectangle  de  la 
droite  AE  par  fa  partie  extérieure  AD, 

XXXIV. 

Lorsque  la  droite  qui  part  du 
point  A ,  au  lieu  de  couper  le  cercle  , 
ne  fait  fimplement  que  le  toucher  ;, 
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aînfi  que  AF  ^  la  propriété  précédente 
fe  change  en  celle-ci  :1e  quarrédune 
tangente  AF  •  efl  ép:al  au  redan2:le  pro-  Le qnarré  de 

.      ^  .       ^  ^  t>       i  la  tangente 

duitparla  fecante  quelconque  AE ,  &  «^  ^?^^« 
par  fa  partie  extérieure  AD.    Ce  qui  lafecamcpa*- 

../>,\i/  v-^  *fa  partie  ex- 

eft  bien  aiie  a  démontrer.  Car  regar-  i<^ricurc, 
dant  la  droite  AF  qui  touche  le  cercle  , 
comme  une  ligne  qui  le  couperoit  en 
deux  points  infiniment  proches ,  les  li- 
gnes AB,  AC,  ne  font  alors  qu'une  mê- 
me ligne  AF,  &  au  lieu  du  re£langle 
de  AB ,  par  AC ,  on  a  le  quarré  de  AF. 

XXXV. 

La  propofition  démontrée   dans 
PArticle  précédent,  en  nous   appre- 
nant la  valeur  du  quarré  de  la  tan- 
gente AF,  ne  nous  apprend  pas  à  ti- 
rer cette  tangente  du  point  donné  A.    fig.ïo. 
Pour  la  tirer  ,  on  fe  reflbuviendra  ,    o-un  point 
(Art.  XIX.)  que  le  rayon FG  eft  per-  a>u"ic. 
pendiculaire  à  la  tangente  FA.  Ainfi  il  ^ne  «ngemc. 
ne  s'agit  que  de  trouver ,  fur  le  cercle 
donné  ;  le  point  F ,  tel  que  Fangle  AFG 
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foit  droit.  Donc ,  en  décrivant  fur  AG 
un  demi  cercle,  le  point  où  il  coupera 
le  cercle  FKO  fera  (  Article  XIII.  )  le 
point  cherché  F. 
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QUATRIEME    PARTIE. 

De  la  manière  de  mejurer  les  folides , 
&  leurs  furfaces. 


"Es  Principes  que  nous  avons 
;  établis  dans  les  trois  premie- 
f  res  Parties  de  cet  Ouvrage  « 
pourroient  nous  fuffire  pouc 
rdfoudre  des  problêmes  beaucoup  plus 
difficiles  que  ceux  que  nous  allons  nous 
propofer  j  mais  il  eft  plus  dans  l'ordre 
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que  nous  avons  fuivi  précédemment  J 
de  paffer  maintenant  à  la  mefure  des 
folides  ;  c'eft-à-dire ,  des  étendues  ter- 
minées y  qui  ont  à  la  fois  trois  dimen- 
fions,  longueur,  largeur,  &  profon- 
deur. 

Cette  recherche  a  été,  fans  doute; 
un  des  premiers  objets  qui  ait  pu  fixer 
l'attention  des  Géomètres.    On  aura 
voulu   fçavoir  ,  par  exemple ,   com- 
bien il  y   avoir  de  pierres  de    taille 
Pl.  XI.  dans  un  mur  dont  la  hauteur  AD ,  la 
F I  c.  I.  largeur  AB ,  &  la  profondeur  ou  épaif- 
feur  BG  étoient  connues.  On  fe  fera 
propofé  de  déterminer  la  quantité  d'eau 
que  contenoit  un  foffé,  ou  un  réfervoir 
f  IG.2.     ABCD  ;  on  aura  voulu  trouver  la  foli- 
dité  d'une  Tour ,  d'une  obélifque,  d'u- 
ne maifon,  d'un  clocher,  ôcc. 

Pour  traiter  les  figures  qui  ont  les 
trois  dimenfions,  de  la  même  manière 
que  nous  avons  traité  de  celles  qui  n'en 
ont  que  deux ,  nous  commencerons  par 
examiner  les  folides  qui  font  terminés 
par  des  plans. 
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Nous  n'aurons  pas  befoin  de  parlée 
de  la  manière  de  mefurer  les  furfaces 
de  CQs  corps ,  elles  ne  peuvent  être  que 
des  afTemblages  de  figures  re£tilignes  - 
&  par  conféquent,  leur  mefure  dépend 
de  ce  qui  a  été  dit  dans  la  première 
.Partie. 

I. 

Pour  mefurer  la  folidité  des  corps, 
il  eft  naturel  de  les  rapporter  tous  au 
folide  le  plus  fimple  ,  ainfi  que  pour 
mefurer  les  furfaces,  on  les  a  toutes 
rapportées  au  quatre.    Or  le  folide  le    Le  cube  eft 
plus  fimple,  c'eft  le  cube,   qui  eft  en  "^J^Z^ 
efet,  en  folide,  ce  que  le  quatre  eft  en  Th  cdi  u 
fbperficic  ;  c'eft-à-dire  que  c'eft  un  ef^  ll^^^X 
pace  tel  que  abcdefghyàont  la  longueur, 
la  largeur  &  la  profondeur  font  égales, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même,  c'eft  une 
figure  terminée  par  fix  faces  égales  qui 
font  des  quarrés. 

On  appelle  côté  du  cube  le  côté  des 
quarrés  qui  lui  fervent  de  faces. 

Kij 


lides. 
F 10.  3. 


FiG.  1. 
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Par  un  pied  cube ,  on  entend  un  cu- 
be,  dont  le  côté  eft  d'un  pied  ;  de  même 
un  pouce  cube,  eft  un  cube  dont  le  côté 
eft  d'un  pouce ,  ôcc. 

IL 

Les  folides  qu'on  a  le  plus  com- 
munément à  mefurer ,  font  des  figures 
ABCDEFGH  terminées  par  fix  faces 
teclangies  ABCD,  CBGF,  CFED  , 
Leparaiic-  DEHA,GFEH,  ABGH.  On  appelle 
un  ioiide  ter-  ccs  loiides  ocs  raraUelipipédes ,  parce 

miné  par  fix  ^^   ^  ^ 

Kdangies.     que  icurs  laces  oppoiees  conlervant 

dans  tous  leurs  points  la  même  diftan^ 

Les  plans   ^^  func  dc  l'autrc ,  font  dites  parallé- 

parallèles  ,  ''  *■ 

font  ceux  qui  \q^    ^q  mêmc  Guc  les  lignes  ont  auflî 

confervent  ^  1 

toujours  en-  ^|-^  uommécs  parallèles  •  lorfqu'elles 

tr'eux  la  mè-  •*■  f- 

me  diitance.  confervoicnt  par  tout  la  même  diftance. 

IIL 

O  R  fi  on  fe  propofe  de  mefurer  des 
folides  de  cette  efpéce ,  l'analogie  de 
ce  problême  avec  celui  où  il  s'eft  agi 
de  la  mefure  des  furfaces  rectangles  ; 
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donnera  un  moyen  facile  de  le  réfou- 
dre. 

On  commencera  par  méfurer  fépa-     ^^'^/■"•:e.^u 

r  r         parallchpi- 

rement  la  longueur  AD  ,  la  largeur  AB  p^'^'^» 
&  la  profondeur  BG  de  la  figure  pro- 
pofée^  foit  en  pieds,  foiten  pouces, 
ôcc.  on  multipliera  enfuite  Tun  par  Tau- 
tre  les  trois  nombres  qu'on  aura  trou- 
vés, 6c  le  produit  qui  viendra  de  cette 
multiplication  exprimera  combien  le 
parallelipipéde  contiendra  de  pieds  cu- 
bes ,  ou  de  pouces  cubes ,  ôcc.  fuivant 
que  les  dlmenfions  auront  été  mefurées 
en  pieds^ou  en  pouces,  ôcc.  Pour  mieux 
montrer  comment  fe  fait  cette  opéra- 
tion ,  nous  allons  en  donner  un  exem-; 
pie. 

Suppofons  que  la  longueur  AD  foit 
de  6  pieds ,  la  largeur  AB  de  y ,  ôc  la 
profondeur  BG  de  4  ,  le  rc£langle 
ABCD  (  I.  Part.  Art.  XL  )  aura  6  fois 
5:  ou  3  G  pieds  quarrés.  Si  on  imagine 
enfuite  que  les  lignes  BG,  CF,  DE, 
AH ,  qui  mefurent  toutes  également  la 

Kiij 
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profondeur  du  folide  ^  foient  partagées 
chacune  en  quatre  parties  égales,  ôc 
que  par  les  points  de  divifion  corref- 
pondans,  on  faffe  paffer  autant  de  plans 
parallèles  les  uns  aux  autres,  ces  plans 
diviferont  le  parallelipipéde  propofé, 
en  quatre  autres  parai] élipipédes,  qui 
auront  chacun  un  pied  de  profondeur, 
&  qui  feront  tous  égaux  ôc  femblables. 
Or  l'infpeétion  feule  de  la  figure  fait 
voir  que  le  premier  de  cqs  parallelipi- 
pédes  contient  50  pieds  cubes  ,  puif- 
que  fa  face  extérieure  ABCD  contient 
30  pieds  quarrés.  Donc  le  folide  total 
ABCDEFGH  contiendra  4  fois  30  ou 
il  20  pieds  cubes. 

IV. 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à 
expliquer  les  différents  moyens  qu'on 
peut  employer  dans  la  pratique  pour 
conftruire  des  parallelipipédes,  parce 
que  ces  moyens  font ,  pour  la  plupart, 
fi  aifés  à  trouver,  qu  U  n'y  a  perfonne 
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qui  ne  les  puifle  imaginer.  Mais  nous 
donnerons  la  formation  fuivante  du  pa- 
rallelipéde ,  qui  eft  plus  utile  à  confia 
dérer  que  toutes  les  autres. 

On  conçoit  qu'un  quatre  ou  un  re£tan-   u^  paraiic- 
gle  ABGH  fe  meuve  parallèlement  à  pTodui"r°" 

1     .         A  r  r  1         un  redangle 

lui-même,  eniorte  que  les  quatre  angles  qui  te  ircuc 

AT^       r^        Tj  1  parallèlement 

,  Jd  ,  vj ,  H,  parcourent  chacun  une  àiui-mânc. 

des  quatre  lignes  AD ,  BC ,  GF ,  HE , 

perpendiculaires  au  plan  du  reûangle 

ABGH. 

V. 

Il  eft  prefque  inutile  d'avertir  que  LaU^nepcr- 
par  une  ligne  perpendiculaire  à  un  plan,  run^'i^bn'^ 
nous  entendons  une  ligne  qui  ne  pan-  ^e  pancV' 
che  d'aucun  côté  fur  ce  plan  ,    &  de  furcc  pian! 
même  qu'un  plan  qui  ne  panche  pas 
plus  d'un  côté  que  d'un  autre  fur  un 
fécond  plan ,  eft  dit  perpendiculaire  à    ii  en  eft  ae 
ce  fécond  plan  ;  ces   deux  définitions  pianperpen- 

•'^  diculaire  à 

font  analogues  a  celle  que  nous  avons  unautrepian. 
donnée  d'une  ligne  perpendiculaire  à 
une  autre  ligne, 

K  iîij 
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VI. 

ri  G.  4-     Or  il  fuit  de-là  que  la  ligne  AB, 

qui  eft  perpendiculaire  au  plan  X  doit 

ta  ligne  qui  ^ix:Q  perpendiculaire  à  toutes  les  lignes 

eft  perpendi-  Ai  O 

cukùieàun  AC,  AD,  AE,  ôcc.  qui  partent  du 
pendcuhire  pigcl  A  dc  ccttc  Hmc ,  ôc  Quifont  dans 

à  toutes  les      •*■  .  .  -, 

lignts  de  ce  Qt  plau.    Car  il  eft  évident  que  fi  elle 

plan, qui  par-  ^  ^  i.  11       r 

tent  du  point  panchoit  fur  une  de  ces  lip^nes  *  elle  fe*- 

où  elle  tom-         .     .        ,.  -  a         i         1 

be.  roit  inclinée  vers  quelque  coté  du  plan. 

Donc  elle  ne  lui  feroit  pas  perpendicu- 
laire. 

VIL 

Pour  fe  repréfenter  d'une  façon 
bienfenfible^comment  la  ligne  AB  peut 
être  perpendiculaire  à  toutes  les  lignes 
qui  partent  de  fon  extrémité  A  ,  on 
n'aura  qu'à  faire  une  figure  en  relief  de 
la  manière  fuivante. 

On  conftruira  de  quelque  matière 

unie  ôc  facile  à  plier  comme  du  car- 

Fi  G.  f.  ton,  un  rectangle  FGDE,  partagé  en 

deux  parties  égales  par  la  droite  AB  ^ 
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perpendiculaire  aux  côtes  ED  ,   FG; 
on  pliera  enfuite  ce  reâangle,  en  forte 
que  le  pli  foit  le  long  de  la  ligne  AB , 
Ôc  on  le  portera  tout  plié  fur  le  plan  X.     F  i  g.  6. 
Il  eft  évident  que  quelle  que  foit  l'ou- 
verture qu'on  donne  aux  deux  parties 
FB AE,  GB AD  du  rcflangle  plié  E AD 
GBF ,  CQS  deux  parties  relieront  tou- 
jours appliquées  fur  le  plan  X,  fans  que 
la  ligne  AB   change  de  pofition  par 
rapport  à  ce  plan^  cette  droite  AB  fera 
donc  perpendiculaire  à  toutes  les  li- 
gnes qui  partent  de  fon  pied  ,  ôc  qui 
feront  dans  le  plan  X ,  puifque  les  cô- 
tés AE ,  AD  du  reâangle  plié  s'appli- 
queront fucceffivement  fur  chacune  de 
ces  lignes  par  le  mouvement  que  nous 
venons  de  décrire. 

VIII. 

O  N  tire  de  la  conftruûion  précé- 
dente une  pratique  bien  commode, 
pour  élever  d'un  point  donné  fur  un 
plan  y  une  ligne  perpendiculaire  à  ce 
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plan  ^  ou  pour  abbaiffer  d'un  point  pris 
hors  d'un  plan  ^  une  ligne  qui  (bit  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  Car  que  le  point 
Fi  G.  7.   propofé  foit  dans  le  plan,  en  A  par 
,       exemple  ,  ou  qu'il  foit  hors  du  plan  , 
Pratique    comn'C  cu  H,  on  pourra  toujours  faire 
éievî/Tr   avancer  le  redangle  EFBGD  A  fur  le 
fer"des^iignel  pl^n  X ,  jufqu'à  cc  que  le  pli  AB  tou- 
ïTirerà'des   che  le  point  donné  y  &  AB  deviendra^ 
dans  les  deux  cas ,  la  perpendiculaire 

demandée. 

IX. 

„   ,.  Il  fuît  auffi  de-là  qu'une  lime  AB 

Une  ligne  a  o 

fera  perpen.  f^j-^  perpendiculaire  à  un  plan  X ,  tou- 

dVcft"  e^'  ^^^  ^^^  ^^^^  qu'elle  fera  perpendiculaire 
Fndicuiaire  ^  dcux  lipiics  AE  &  AD  de  ce  plan. 

a  deux  lignes  *-*  ••■ 

de  ce  plan ,  Car  alors  AB   pourra  être  regardée 

qui  partent  A  *-* 

du  point  où  comme  le  pli  d'un  rectangle  dont  l'un 

elle  tombe.  a  o 

des  côtés  plies  s'appliqueroit  fur  AE  y 

&  l'autre  fur  AD.  Or  ce  pli  ne  pour- 

roit  manquer  d'être  perpendiculaire  au 
plan  X. 

X. 

S  î   on  veut  élever  fur  une  ligne 


Manière 
élever  un 


DE    GEOMETRIE.      ij; 

quelconque  KL^uii  plan  perpendicu^ 
laire  au  plan  X   dans  lequel  eft  cette 
ligne ,  on  pourra  fe fervir  encore^  pour 
cela,  duredanglepliéGBFEAD.  Car  ^, 
il  ne  faudra  que  pofer  fur  la  ligne  KL  ÎJlJ^Pijrr 
le  côté  AD  d  une  des  parties  ADGB  "'^  ^""^• 
de  ce  reftangle  plie,  ôc  le  plan  de  cette 
partie  ADGB  ,  fera  celui  qu'on  de- 
mande. 

X  L 

O  N  verra  facilement  que  fi  on  po- 
foit  un  troifiéme  plan  Y  fur  les  deux  pia.  g. 
côtés  FB  ôc  BG  du  même  reâanpie 
pîié,  ce  plan  Y  feroit  encore  perpen- 
diculaire à  la  ligne  AB  y  &  par  confé- 
quent,  parallèle  au  planX. 

Donc  fi  à  un  plan  X  on  élevé  trois    Mener  un 
perpendiculaires  EF ,  AB ,  DG y  de-  à  u7aù?re.  ^ 
gale  longueur ,  le  plan  Y  ,  qui  paffera 
par  les  trois  points  F ,  B ,  G,  fera  pa- 
rallèle au  plan  X. 

XII. 

Lorsque  deux  plans  ne  feront 
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pas  parallèles^  il  fera  facile  de  connow 
tre  l'angle  qu'ils  feront  entr'eux  ,  en  fe 
fervant  encore  de  notre  re£langle  plié. 
Pour  en  venir  à  bout,  nous  applique- 
FiG.  p.  rons  Tune  des  deux  parties  ABGD  de 
ce  re£tangle,  fur  le  plan  X  ;  il  eft  évi- 
dent que  Fangle  EAD ,  ou  fon  égal 
FBG,  mefurera  finclinaifon  du  plan 
EABF  fur  le  plan  DABG.  Or  fi  on 
remarque  que  AB  eft  la  commune  fec- 
tion  de  ces  plans ,  ôc  que  EA  ôc  AD 
font  chacune  perpendiculaires  à  AB  , 
on  en  tirera  fans  peine  la  régie  fui- 
vante. 
Mefuierrin-  Dcux  plans  qui  Aé  font  pas  parallé- 
d'un  plan      Ics  étant  donnes ,  il  laut  commencer 

fur  un  au-  1     1«  1       •  •      rL  1 

trc.  par  trouver  langue  droite  y  qui  elt  leur 

commune  fection  ;  enfuite  d'un  point 
quelconque  de  cette  ligne  ;,  on  lui  mè- 
nera deux  perpendiculaires ,  qui  foient 
chacune  dans  un  de  ces  plans,  ôc  l'an- 
gle que  feront  entr'elles  ces  deux  per- 
pendiculaires, mefurera  l'angle  que  les 
deux  plans  donnés  font  entr'eux. 
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XI  IL 

Comme  on  s'apperçoît^  fans  pei- 
ne ,  que  pendant  le  mouvement  de 
ABFE  y  autour  du  pli  AB ,  la  droite 
AE  y  dont  l'extrémité  E  décrit  un  arc 
de  cercle  ED  ,  ne  fort  jamais  d'un  plan 
EAHD  ,  perpendiculaire  au  plan  X  ,  Mefurerrîn- 

„  1^.        1.        ./-.  Il        -,       .         T-'  A    r        clinailon  d'u- 

ôc  que  1  niclinailon  de  la.  droite  iî- A  lur  ne  ugnc  lur 
le  plan  X  n'eft  autre  chofe  que  l'angle  ""  ^  *""' 
EAD,  on  découvre  encore  très-faci- 
lement que  l'inclinaifon  d'une  droite 
quelconque  EA  fur  le  plan  X,  eft  nié- 
furée  par  l'angle  EAH  fait  entre  cette 
ligne  ôc  la  ligne  AD ,  qui  paife  par  A 
ôc  par  le  point  H  du  plan  X  ,  où  tom- 
be la  perpendiculaire  EH^  abbaiffée 
fur  ce  plan  ,  d'un  point  quelconque  E 
de  la  droite  AE. 

XIV. 

L' INSPECTION  feule  de  la  figure 
dont  on  vient  de  fe  fervir  dans  l'Ar- 
ticle précédent^  fournit  un  nouveau 
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moyen  d'abbaifler  d'un  point  E  ^  hors 
d'un  plan  X  5 une  ligne  EH^  perpendi- 
culaire à  ce  plan. 
i^Touveiie         Ayant   tiré  une  ligne  quelconque 
"ttun'èt  BAS,  dans  le  plan  X,  on  abbaiffera 
?SeTua'  du  point  donné  E  la  perpendiculaire 
plan  donné.   EA  à  cctte  ligue.    Cela  fait,  du  point 
A,  où  cette  perpendiculaire  tombe, 
on  élèvera  dans  le  plan  X  la  perpendi- 
culaire AD  à  AB  ;  &  abbaillant  enfuite 
du  point  donné  E  ,  àla  droite  AD  ,  la 
perpendiculaire  EH,  cette  ligne  fera 
la  perpendiculaire  au  plan  X. 

XV. 


Seconde  ma-  On  tlrc  dc-là  Une  féconde  façon 
vefune  Hgne  d'élcvcr  à  un  plan  X ,  une  perpendicu- 
r:rf  u"n"   lalre  MN,  d'un  point  M  donné  fur  ce 

plan  donné.         i 

Ayant  abbaiffé  d'un  point  quelcon- 
que  E  pris  hors  du  plan  X ,  la  perpen- 
diculaire EH  à  ce  plan ,  on  mènera 
par  le  point  donné  M  la  droite  MN 
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qui  foit  parallèle  à  HE ,  &  elle  fera  la 
perpendiculaire  au  plan  X. 

XVL 

Apres   le  parallelipîpéde,  le  fo- 
lide  le  plus  fimple  eft  le  prifme  droit. 
C'eft  une  figure  ABCDEFGHIKLM    ^ ,  ^,.  ,^ . 
dont  les  deux  bafes  oppofées  ôc  parai-    Le  prifme 
léles  font  deux  poligones  égaux  &  tel-  figu're  foiid"^ 
lement  placés  que  les  côtés  GF  ^  FE  y  bX  "ppo"."^ 
ôcc.  de  l'un  foient  parallèles  aux  cô-  p^'oHgones'é/ 
tés  BC,  CD  ,  OCC.  de  l'autre ,  &  dont  aucL'  tces^ 
les  autres  faces  font   des  rectangles  gies^*^^"" 
ABGH,BGFC,&c.] 

XV  IL 

Les  Géomètres  fuppofent  ces  fi- 
gures ,  formées  ainfi  que  les  paralléli-  Formation 
pédes,  par  une  bafe  ABCDLM^  qui  a"  ^''"''^* 
fe  meut  parallèlement  à  elle-même,  de 
façon  que  fes  angles  A,  B  ,  &c.  fuivent 
des  lignes  perpendiculaires  au  plan  de 
la  bafe^ 


lOltS. 
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XVIÎI. 

Pour  diftinguer  les  différentes  et 
péces  de  prifmes  droits  ,  on  ajoute  le 
nom  du  poligone  qui  leur  fert  de  bafe. 
Le  prifme  exagonal ,  par  exemple ,  eft 
celui  dont  la  bafe  eft  un  exagone. 

XIX. 

Deuxprif-     PouR  troiivcr  la  manière  dénie-- 

mes  qui  ont 

des  baies  é-   furer  toutes  fortes  de  prifmes  droits  • 

ga!es  ,  font  -l 

en  même  rai-  on  obfetvera  d'abord  que  de  deux  prif- 

Ion  que  leurs  ""■  * 

hauteurs.  mes  droits  y  dont  les  bafes  feroient  éga- 
les ,  celui  qui  auroit  une  plus  grande 
hauteur  feroit  plus  grand  en  folidité 
dans  la  même  raifon  que  fa  hauteur  k-t 
roit  plus  grande* 

XX. 

O  N  remarquera  enfuite  que  deux 

Deux  pvif-  prifmes  droits  y  qui  auroient  la  même 

î^ même! au-  hautcur  ^  mais  dont  l'un  auroit  une  bafe 

mêîne  raTfon  qui  conticndroit  un  certain  nombre  de 

tl  ^'"''^^'''  fois  la  bafe  de  lautre,  feroient  entr'eux 

.    -  dans 
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dans  la  même  raifon  que  leurs  bafes. 
La  vérité  de  cette  propofition  s'apper- 
^oit  facilemem  en  faifant  attention  à  la 
formation  des  prifmes  expliquée  dans 
1  Article  XVIL 

Que  abcdefghiklm ,  &  ABCDEFGH 
IKLM  foient  les  deux  prifmes  qui  ont 
la  même  hauteur^  &  que  la  h^kabcdlm 
du  plus  petit,  foit,  par  exemple,  le 
quart  de  la  bafe  ABCDLM.   Puifque 
les  deux  prifmes  font  produits  par  les 
mouvemens  de  ces  deux  bafes ,  il  s'en- 
-  fuit  qu'un  plan  quelconque ,  qui  fera 
parallèle  au  plan  où  font  les  deux  ba- 
fes ,  coupera  dans  les  deux  prifmes  , 
deuxpoligones,  dont  chacun  fera  égal 
à  la  bafe  du  prifme  où  il  fera  coupé. 
C'eft-à-dire ,  que  la  feâion  du  grand 
prifme  fera  toujours  quadruple  de  celle 
du  petit.  Donc  le  prifme  ABCDEFG 
HIKLM  pourra  être  regardé  comme 
compofé  de  tranches  toutes  quadru- 
ples de  celle  du  ^nfïne  abcdefghiklm^&c 
par  conféquent ,  la  folidité  du  premiei: 

L 


& 


F 10.  I*. 
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prifme  fera  quadruple  de  celle  du  fé- 
cond. 

XXL 

A  p  R  E'  s  ces  deux  remarques,  il  ne 
fera  pas  difficile  de  former  la  régie  fui- 
vante  pour  mefurer  tous  les  prifmes 
droits, 
du^^  rifiilr^       ^^  mefurera  d'abord  en  pieds  quar- 
^'oduif  de*"    rés^ou  en  pouces  quarrés,  ôcc.  l'aire  de 
fa  hauteur^    ^^  ^^^^  ^^  prifmc  propofé ,  enfuite  on 
multipliera  le  nombre  qu'on  aura  trou- 
vé, par  le  nombre  des  pieds ,  ou  des 
pouces ,  &c.  que  contiendra  la  hauteur 
du  prifme,  ôc  le  produit  donnera  le 
nombre  de  pieds  cubes ,  ou  de  pouces 
cubes ,   ôcc.  contenus  dans  le  prifme 
propofé,  ôcfera,  par  conféquent ,  fa 
mefure. 

XXII. 

tes  prifrtifs      L  E  nom  de  prifme  fe  donne  encore 

obliques  dif-  /^   i*  i  /  t-»»  x  •  i 

férenc  des     aux  lolides  (  T ig.  ij.)  qui  ont  deux 

prifmes  droiiS  ,       ^  <.  *        l  •     r»  i 

en  ce  que  les  baics  poligoncs  cgales  ,  amii  que  les 

faces  qui  font  /      /  i  •       i  i  r 

des  redan-   préccdens ,  mais  dont  les  autres  races 
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font  des  parallélogrammes  ,    au  lieu  g'cs  c!nn? 

1  -r%  A'n-  ccuK-ci ,  l'ont 

d'être  des  redangles.   Pour  dimnguer  «les  pavaiié- 

.  ^  logrammcs 

ces  nouveaux  prifmes  de  ceux  dont  aansceuxii. 
nous  venons  de  parler ,  on  les  appelle 
des  prifmes  obliques ,  par  oppofition 
aux  autres  qu'on   avoir  nommés  des 
prifmes  droits. 

XXIIL 

O  N  conçoit  les  prifmes  obliques  ,'es  pr^mir 
formés  par  une  h2ik  abckin  quife  meut  ''^^'^''"• 
parallèlement  à  elle-même  ^  &  de  telle 
façon  que  fes  angles  fuivent  des  lignes 
parallèles  ag  ^  bh,  cd  ^  ôcc.  qui  s'élè- 
vent hors  du  plan  de  la  bafe^  &  qui  ne 
lui  font  point  perpendiculaires. 

XXIV. 

L'analogie  qu'il  y  a  entre  cette 
formation  &  la  formation  des  prifmes 
droits  dont  nous  avons  parlé  (Article 
XVII.  )  donne  facilement  la  mefure 
de  la  folidité  des  prifmes  obliques  ; 
car  fi  on  imagine  à  côté  d'un  prifme 

Lij 
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FiG.  12.  oblique  abcdefghik  y  un  prifme  droit 
""  *'•  ABCDEFGHIK  ,  qui  ait  la  même 
bafe  y  ôc  que  ces  deux  prifmes  foient 
renfermés  entre  deux  plans  parallèles, 
on  verra  que  la  folidité  de  ces  deux 
corps  fera  abfolument  la  même. 

Car  y  fi  par  un  point  quelconque  P  de 
la  hauteur,  on  fait  paffer  un  plan  pa- 
rallèle à  la  bafe ,  les  feûions  NOPQR, 
nopqr  y  que  ce  plan  formera  dans  cha- 
cun des  deux  prifmes ,  pourront  être 
regardées  comme  les  bafes  égales  AB 
CKI,  abcki  y  arrivées  en  NOPQR, 
nopqr ,  par  le  mouvement  qui  forme  ces 
deux  prifmes;  ôc  ainfi  ces  deux  ferlions 
feront  des  poligones  égaux. 

Or  fi  toutes  les  tranches  imaginables 
qu'on  peut  former  dans  ces  deux  prif- 
mes par  de  mêmes  plans  coupans,  font 
égales ,  il  faudra  que  les  affemblages  de 
ces  tranches ,  c'eft-à-dire ,  les  prifmes, 
foient  égaux  aufli. 
t«  prifmes  O^  énoncc  ordinairement  ainfi  cette 
tgl^x\T'  propofition  :  Les  prifmes  obliques  font 
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égaux  aux  prifmes  droits, lorfqu'ils ont  prîmes droîn 
même  bafe  &  même  hauteur.  On  ap-  mémèVarr' 
pelle  la  hauteur  du  prifme  laperpendi-  hauîrur?^ 
culaire  abbaiflee  du  plan  fupérieur  fur 
l'inférieur,  ou  fur  fon  prolongement. 

XXV. 

E  T  comme  les  parallélipipédes  doi- 
vent être  mis  au  nombre  des  prifmes,on 
étendra  ce  que  nous  venons  de  dire  des 
prifmes  aux  parallélipipédes  obliques  ;   n  en  ef^  c'e 
c'eft-à-dire ,  aux  figures abcdefgh*^  pro-  pTraiféiip^i?- 
duiteseniailant  mouvoir  un  quarre,  un  ài-é^ara  des 
reflangle,  ou  même  un  parallélogram-  derdmks.^^j 
me ,  de  manière  que  fes  quatre  angles  *Pi-.XCI. 
fuivent  des  lignes  parallèles ,  qui  s'éle-  î^ig.i.&i. 
vent  obliquement  de  la  bafe.  Ainfi,  le 
parallélipipéde  obUque  abcdefgh ,  fera 
égal  au  parallélipipéde  droit  ABCDE 
FGH ,  fi  la  bafe  abgh  efl:  la  même,  ou 
a  la  même  fupcrficie  que  la  bafe  AB 
GH ,  6c  fi  la  perpendiculaire  abbaiflee 
du  plan  dcfe  fur  le'plan  abgh  eft  éga- 
le à  la  perpendiculaire  abbaiflee  du 

Liij 
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plan  DCFE  fur  le  plan  ABGH. 

.    XXVL 

Ayant  vu  ce  qui  concerne  les 
parallélipipédes  ôc  les  prifmes  ^  exami- 
nons maintenant  les  pyramides  ;  c'eft- 
r  I  G.  3.  à-dire ^  les  corps  tels  que  ABCDEFG, 
renfermés  par  un  certain  nombre  de 
triangles  qui  partent  tous  d'un  même 
fommet  A ,  ôc  qui  fe  terminent  à  une 
bafe  poligone  quelconque  BCDEFG. 
Il  eft  néceffaire  de  confidérer  ces  fortes 
de  folides ,  non-feulement  parce  qu'on 
en  rencontre  dans  les  bâtimens  &  dans 
les  autres  ouvrages  à  conftruire ,  mais 
parce  que  tous  les  folides  terminés  par 
des  plans  5  font  des  affemblages  de  py- 
ramides ^  ainfi  que  les  figures  reâili- 
gnes  font  des  affemblages  de  triangles. 
Il  ne  faut ,  pour  s'en  affurer  ^  que  tirer 
d'un  point  pris  ou  l'on  voudra  dans 
Tintérieur  du  corps  propofé,  des  lignes 
à  tous  les  angles  de  ce  corps. 


~) 
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XX  VIL 

O  N  diftingue  les  pyramides  les  unes 
des  autres  ,  ainfi  que  les  prifmes  y  par 
le  nom  de  la  figure  qui  leur  fert  de 
bafe. 

XXVIII. 

Lorsque  la  pyramide  a  pour  bafe 
une  figure  régulière ,  &  que  fon  fom- 
met  répond  perpendiculairement  au 
centre  H  de  fa  bafe,  ainfi  que  dans  la 
Fig.  3.  la  pyramide  eft  alors  appellée 
pyramide  droite  ;  elle  eft  nommée ,  au 
contraire,  pyraiTiide  oblique,  lorfque 
le  fommet  n  eft  pas  perpendiculaire- 
ment au-defTus  du  centre  ^  ainfi  que 
dans  la  Fig.  5. 

XXIX. 

Pour  découvrir  la  manière  de  me- 
furer  toutes  fortes  de  pyramides ,  tant 
droites  qu'obliques  ,  nous  commence- 
rons par  faire  fur  ces  figures,  quelques 

Lmj 
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réflexions  générales^  auxquelles  on  eft 
conduit  par  la  connoiflance  des  pror 
priétés  des  prifmes. 

Lorfqu'on  fait  attention  à  l'égalité 
des  prifmes  qui  ont  même  bafe  ôc  mê- 
me hauteur,  il  eft  naturel  qu'on  fe  rap- 
pelle que  les  parallélogrammes  font 
aufli  égaux  entr'eux ,  lorfqu  ils  ont  ces 
mêmes  conditions  y  ôc  qu'il  en  eft  en- 
core de  même  des  triangles.  Ces  trois 
vérités  fe  préfentant  à  la  fois  à  Tefprit, 
l'analogie  doit  porter  à  croire  que  les 
propriétés  qui  font  communes  aux  pa- 
ralellogrammes  ôc  aux  triangles  y  peu- 
vent l'être  auffi  aux  prifmes  ôc  aux  py- 
ramides ;  on  doit  donc  foupçonner  que 
les  pyramides  qui  ont  même  bafe  ôc 
même  hauteur,  ont  la  même  folidité, 

XXX. 

Les  réflexions  fuivantes  confirme- 
ront ce  foupçon. 
FiG.4.6!cî.      Soient  ABCDE ,  al?cde ,  deux  pyra- 
mides, dont  les  hauteurs  AH,  ah  y 
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folent  les  mêmes  ^  ôc  dont  les  bafcs 
foient  deux  figures  égales,  par  exem- 
ple, deux  quarrés  égaux  BCDE ,  bcde  ; 
fi  on  conçoit  que  ces  deux  pyramides 
foient  coupées  par  une  infinité  de  plans 
parallèles  à  leurs  bafes ,  on  imaginera  , 
fans  peine,  que  ces  coupes  de  pyramide 
donneront  des  quarrés  égaux  IKLM  , 
iklm  ^  ôc  par  conféquent,  que  les  deux 
pyramides  peuvent  être  regardées  com- 
me des  aflemblages  d'un  même  nombre 
de  tranches,  qui  dans  ces  deux  pyrami- 
des feront  égales  chacune  à  fa  corrcf- 
pondante.  Donc,  conclura-t-on ,  la 
fomme  des  tranches  eft  la  même ,  de 
part  &  d'autre  :  c'efl-à-dire ,  que  les 
deux  pyramides  ont  la  même  folidité. 

Si  les  bafes  des  deux  pyramides 
étoient  d'autres  poligones  réguliers  ou  Fio.^.&r- 
irréguliers  BCDEF,  bcdef^  égaux  en- 
tr'eux ,  il  n'y  a  perfonne  qui  ne  pen- 
fat  encore  ,  que  toutes  les  tranches 
IKLMN ,  iklmn  ,  de  l'une  &  de  Tau- 
tre  de  ces  deux  pyramides  devroient 
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être  égales  entr'elles  ;  ôc  qui  n'en  con- 
clut, par  conféquent,  que  les  pyrami- 
des feroient  toujours  les  mêmes  ,  lorf- 
quelles  auroient  même  bafe  &  même 

hauteur. 

XXXL 

Tout  cela  eft  aifé  à  imaginer  après 
la  démonftration  que  nous  avons  don- 
née ,  de  l'égalité  des  prifmes  qui  ont 
même  hauteur  ;  cependant  la  fimilitude 
entre  la  tranche  quelconque  IKLMN 
dune  pyramide  ôc  la  bafe  BCDEF, 
&  l'égalité  des  tranches  IKLMN  ôc 
iklmn  ,  font  de  ces  propofitions  y  qui  , 
quoique  fenfibles  pour  tout  le  monde, 
ont,  à  la  rigueur,  befoin d'une  démonf- 
tration ;  or  pour  trouver  cette  démonf- 
tration ,  on  efl  obligé  d'entrer  dans  plu- 
fleurs  confidérations  fur  la  fimilitude 
des  figures  folides. 

XXXIL 

Reprenons  la  pyramide  ABC 
DEF,  ôc  fuppofons-la  coupée  par  un 


de  de 
pyrami- 
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plan  IKLMN,  parallèle  à  la  bafe,  nous 
allons  démontrer  que  la  feâion  ,  ou  la 
coupe  formée  par  ce  plan  dans  la  py- 
ramide, eft  un  poligone  parfaitement 
femblable  au  poligone  BCDEF  ;  ôc 
que  la  pyramide  AIKLMN  eft  elle- 
même  entièrement  femblable  à  la  pyra- 
mide ABCDEF,  c'eft-à-dire,  que  les  J^^^ç. 
angles  que  forment  toutes  les  lignes  de  Jj^jjj,'" 
CQS  deux  figures  font  refpe£livement  ^"• 
égaux,  ôc  que  tous  les  côtés  de  la  pe- 
tite pyramide  auront  le  même  rapport 
entr'eux  que  ceux  de  la  grande. 

XXXIII. 

Commençons  par  obferver 
que  fi  deux  plans  X  &  Y  font  parallé-  f  i  g.  8. 
les ,  &c  que  deux  lignes  quelconques 
ALD  ,  AME  y  partant  d'un  même 
point  A,  traverfent  ces  deux  plans  , 
les  droites  LM ,  DE ,  qui  joindront  les 
points  L  ,  M  ;  D  ,  E  ,  feront  parallè- 
les. La  raifon  en  eft,  que  fi  ces  deux 
lignes  n  étoient  pas  parallèles,  elles  fe 


F  T  G.  6, 
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rencontreroient  quelque  part  ,  étant 
prolongées  ;  mais  H  elles  fe  rencon- 
troient,  les  plans  dans  lefquels  elles 
font,  ôc  dont  elles  ne  peuvent  pas  for- 
tir,  en  les  prolongeant  autant  quilfe- 
roit  néceffaire,  fe  rencontreroient  donc 
aullî.  Donc  ils  ne  feroient  pas  parallè- 
les ,  ainfi  qu'on  le  fuppofe. 

XXXIV- 

s  I    on  fuppofe  donc  que  le  plan 
IKLMN  foit  parallèle  au  plan  BCD 
EF  y  il  s'enfuivra  que  toutes  les  lignes 
ML ,  LK,  Kl ,  IN  ,  NM ,  feront  pa- 
rallèles aux  lignes  ED,  DC,  CB.BF, 
FE,  &  par  conféquent,  que  les  trian- 
gles ALM ,  AKL  ,  AIK ,  &c.  feront 
femblables  aux  triangles  ADE,  ACD, 
ABC,  &c.  Si  on  prend  l'un  des  côtés  de 
ces  triangles,  AM  par  exemple  ,  pour 
commune  niefure ,  ou  pour  échelle  de 
tous  les  côtés  de  la  petite  pyramide  , 
pendant  que  le  côté  correfpondantAE 
fervira  d'échelle  aux  côtés  de  la  grande. 
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on  verra,  fans  peine,  que  les  côtés  ML, 
LK  ,  Kl ,  &c.  du  poligone  IKLMN  ^ 
feront  proportionnels  aux  côtés  ED  ', 
DC,C  B,  &c.  du  poligone  BCDEFG. 
On  verra  auffi  facilement  que  tous  les 
angles  IKL,  KLM,  ôcc.  feront  ref- 
pedivement  égaux  aux  angles  BCD  , 
CDE  ,  puifque  les  premiers  feront  for- 
més par  des  lignes  parallèles  aux  côtés 
àç,s  féconds.  Donc  les  deux  poligones 
IKLMN,  BCDEF,  feront  fembla^ 
blés. 

XXXV. 

O  R  les  côtés  AM ,  AL ,  AK ,  &c. 

étant  proportionnels  aux  côtés  AE  , 
AD ,  AC  ,  ôcc.  ôc  les  angles  ALM  , 
ALK,  ôcc.  refpe£tivement  égaux  aux 
angles  ADE  ,  ADC ,  ôcc.  à  caufe  de 
la  reflemblance  des  triangles  ALM  , 
ADE  ;  ALK  ,  ADC,  ôcc.  les  deux 
pyramides  AIKLMN ,  ABCDEF;  fc^ 
xont  entièrement  femblables. 
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XXXVI. 

E  N  F  1 N  ,  fi  on  mène  du  point  A , 
AH  y  perpendiculaire  au  plan  fur  le- 
quel eft  conftruit  le  poligone  BCDEF, 
&  que  Q  foit  le  point  où  cette  perpen- 
diculaire rencontre  le  plan  du  poligo- 
ne IKLMN  ,  il  eft  clair  que  les  droites 
AQ  ,  AH ,  hauteurs  des  deux  pyrami- 
des AIKLMN,   ABCDEF,   feront 
entr'elles  dans  la  même  raifon  que  les 
côtés  homologues  AM,  AE  ;   AL, 
AD  y  ôcc.  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
que  fi  on  prend  les  hauteurs  AQ  ,  AH, 
pour  les  échelles  des  deux  pyramides^ 
les  côtés  AM ,  AL ,  ôcc.  contiendront 
autant  des  parties  de  AQ,que  les  cô- 
tés AE ,  AD  ,  ôcc.  contiendront  des 
parties  de  AH. 

XXXVIL 

Q  u'o  N  revienne  maintenant  à  con- 

FiG.<î.&7-  fidérer  les  deux  pyramides  ABÇDEF, 

abcdefy  à  la  fois ,  on  verra  que  Içs  deux 
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tranches  IKLMN ,  iklmn  ^  étant  fenr 
blables  aux  bafes  BCDEF ,  l^cdef,  qui 
font  les  mêmes ,  elles  feront  fembla- 
bles  entr'elles.  On  verra ,  de  plus ,  que 
ces  deux  tranches  feront  égales  entr'el- 
les ,  puifque  les  échelles  de  ces  deux 
figures  font  les  droites  égales  AQ  y  aq^ 
hauteurs  des  pyramides  AIKLMN , 
aiklmn. 

Donc,   fans  connoître  quelle  eft  la   Lespyramû 

/»i«i«/j  «j  r      •       \  f  <^es  qui  ont 

lolidite  des  pyramides,  on  içait  déjà  ,  niêmc  bafc 

j  r*      11  A  &  même 

avec  certitude  ,  que  11  elles  ont  même  hauteur , 
hauteur  &  même  bafe  y  elles  font  éga-  ^°"^  ^^''^^^' 
les  y  ainfi  que  nous  l'avions  foupçonné 
(Article  XXIX.) 

XXXVIIL 

S  I  les  bafes  des  deux  pyramides ,   Deux  pyra- 
au  lieu  d'être  les  mêmes,  étoient  feu-  encore  éga- 
lement égales  en  fuperficie  ,  les  pyra-  lamêmeTu- 
mides  leroient  encore  égales  en  loli-  bafes ,  fans 
dite  ;  car  foit  abcdef*" ,  Ôc  arft ,  deux  goncs^em-^" 

.1  .  -I  Al  blables  ,  l'ont 

pyramides  qui  ont  la  même  hauteur  tgaks  en  tu- 
ahy  Ci  on  coupe  ces  deux  pyramides  par  *p^J'^  ^^ 
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un  plan  quelconque  parallèle  à  la  bafe, 
il  eft  évident  qu'il  y  aura  même  rap- 
port de  l'aire  iklmn  à  Faire  bcdefy  que 
de  l'aire  uxy  à  Faire  rft  ;  puifque  iklmn, 
bcdef,  étant  (Article  XXXIV.)  des 
figures  femblables ,  elles  ne  différent 
(  I.  Part.  Art.  XLVIII.  )  que  par  leurs 
échelles  aq,  ah ,  ôcc.  ôc  que  les  figures 
uxy  y  rft  )  étant  aufli  femblables  ,  elles 
ne  différent ,  non  plus  ,  que  par  leurs 
échelles ,  qui  font  encore  les  lignes  aq, 
ah. 

Mais  fi  les  bafes  rft  y  bcdef  y  font  éga- 
les en  fuperficie  y  leurs  parties  propor- 
tionnelles uxy  y  iklmn ,  feront  donc  éga- 
les. Donc  toutes  les  tranches  des  deux 
pyramides  arf ,  abcdefy  auront  la  mê- 
me étendue.  Donc  leurs  aflemblages; 
c'eft-à-dire ,  les  pyramides  mêmes ,  fe- 
ront égales  en  folidité. 

XXXIX. 

Les  pyra-      S  I  la  bafc  bcdcf  dc  la  première  py- 

fil  ides  qui  ont  .  .  ,  . 

^Kinc  hau-  ramide  comenoit  un  certain  nombre  de 

fois 
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fois  la  bafc  rft  ^  la  folidité  de  la  premie-  tcur ,  font 

•  j  1      1    r  •         J       •       1       cntr'elks 

îre  pyramide  abcaej  y   contiendroit  le  commcieuri 
même  nombre  de  fois  la  folidité  de  la 
féconde  arfi. 

Car  ,  en  ce  cas  ,  la  bafe  hcdefévè-wt 
divifee  en  plufieurs  parties,  dont  cha-^ 
cune  fut  égale  à  la  bafe  rfty  on  pour- 
roit  concevoir  la  pyramide  abcdef  y 
comme  compofée  de  plufieurs  autres 
pyramides ,  qui  auroient  pour  bafes  les 
parties  de  bcdef.  Or  chacune  de  ces 
nouvelles  pyramides  feroit  égale  à  la 
féconde  pyramide  arft  y  félon  que  nous 
l'avons  prouvé  dans  TArticle  précé- 
dent. Donc^  ôcc. 

Que  fi  la  bafe  rft  n'étoit  pas  con- 
tenue exactement  dans  la  bafe  bcdef  ^ 
mais  que  ces  deux  bafes  enflent  une 
mefure  commune  X^  ondiviferoit  cha- 
cune des  deux  bafes  bcdef  ^  rft  ^  en  des 
parties  égales  à  X  ,  &  on  Verroit  que 
les  deux  pyramides  abcdefy  aft  y  fe- 
iroient  compofées  d'autant  de  pyrami- 
des nouvelles^  toutes  égales  entr'elles^ 

M 
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que  les  deux  bafes  contiendroient  de 

parties  X.  Donc  les  ^jx2iïmàQS  abcdef, 

arfi  j  feroient  entr'elles  comme  leurs 

bafes. 

Et  Cl  les  bafes  étoient  incommenfu- 
rables,  onferoit  toujours  voir,  malgré 
cela,  que  les  pyramides  feroient  en- 
tr'elles en  même  raifon  que  leurs  ba- 
fes ,  en  fe  fervant  d  une  indudion  fem- 
blable  à  celle  qu'on  a  employée  dans 
un  pareil  cas  (IL  Part.  Art. XXVIII.) 
lorfqull  s'agiiToit  de  comparer  les  figu- 
res dont  les  côtés  étoient  incommen-* 
furables  ;  c'eft-à-dire  ,  qu'on  diminue- 
roit  à  l'infini  la  mefure  X ,  de  façon 
qu'elle  pût  être  cenfée  mefure  com- 
mune 5  tant  de  la  bafe  r/r ,  que  de  la  bafe 
bcdef. 

Ayant  découvert  que  les  pyra* 
mides  qui  ont  même  hauteur  font  en 
même  raifon  que  leurs  bafes ,  on  doit 
îentir  que  la  mefure  de  leur  foiidité 


DE    GEOMETRIE.     1^9 

ne  renferme  plus  que  très-peu  de  difïi^ 

culte. 

Car  il  ne  s'agit  plus  que  de  fçavoir 
mefurer  une  feule  pyramide,  pour  me- 
furer  toutes  les  autres.  Suppofons  ^  par 
exemple  ,  que  nous  fçachions  mefurer 
la  pyramide  ABCDE  ,  &  qu'on  nous    y^lc.  10; 
demande  la  mefure  de  la  pyramide  AS  ^  ^^* 
TVXY,  qui  n'a  ni  la  même  bafe  ,  ni 
la  même  hauteur  que  la  première  :  nous 
commencerons  par  faire  une  pyramide 
femblable  à  ja  pyramide    ABCDE  , 
&  qui  ait  la  hauteur  de  la  pyramide 
ASTVX Y ,  ce  qui  fera  bien  aifé  ;  car  il 
fuffira  (  Article  XXXV.)  de  prolonger 
les  côtés  AB ,  KC  y  AD,  AE,  ôc  de  les 
couper  par  le  plan  LPvlNO ,  dont  la 
diflance  AG  aufommet  A,  foit  égale  à 
la  hauteur  AQ. 

Cela  fait,  puifque  parlafuppofition 
nous  fçavons  mefurer  la  pyramide  AB 
CDE,  il  efr  évident  que  nous  fçaurons 
mefurer  auffi  la  pyramide  ALMNO  , 
qui  lui  eft  femblable;  car  quelles  que 

Mij 
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foient  les  opérations  par  lefquelles  on 
niefure  la  pyramide  ABCDE,  on  pour^ 
ra  toujours  faire  les  mêmes  opérations 
pour  mefurer  la  pyramide  femblable 
ALMNOjàcela  près  qu'on  emploiera 
dans  celle-ci  une  échelle  différente. 

Suppofons  donc  que  la  pyramide 
ALMNO  foit  mefurée,  fa  mefure  dé- 
terminera auflî  celle  de  la  pyramide 
propofée  ASTVXY ,  car  par  l'Article 
précédent^  ces  deux  pyramides  font 
entr'elles  comme  leurs  bafes  LMNO  , 
STVXY ,  &  nous  avons  d'ailleurs  en-» 
feigne  dans  la  féconde  Partie  à  trouver 
le  rapport  de  ces  deux  bafes« 

XLL 

PuisQU^iL  ne  s'agit  donc  que 
de  mefurer  une  feule  pyramide,  pour 
ftçavoir  mefurer  toutes  les  autres  pyra^ 
mides  imaginables ,  propofons-nous-en 
une  extrêmement  fimple ,  qu'on  peut 
PîG.  li.  former  en  tirant  des  quatre  angles  A  , 
B ,  C ,  H ,  d  une  des  faces  d'un  cube 
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ABCDEFGlI,  quatre  lignes  au  point 
O,  centre  de  ce  cube  ;  c'eft-à-dire,  lo 
point  également  diftant  de  A,  D,  B,  E^ 
&c. 

On  voit ,  fans  peine ,  que  cette  pyra- 
mide efl:  la  fixiéme  partie  du  cube,  puis- 
qu'on peut  décompofer  le  cube  en  fix 
pyramides  pareilles,  en  prenant  cha* 
que  face  pour  bafe.  Or  la  valeur  du  cu- 
be efl:  le  produit  de  la  hauteur  AF  parla 
bafe  ABCH.  Donc  ^  pour  avoir  la  va- 
leur de  la  pyramide,  il  faudra  parta- 
ger le  produit  de  AF  par  ABCH ,  en  fix 
parties  égales ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  il  faudra  multiplier  la  fixiéme 
partie  de  la  hauteur  AF  par  la  bafe  AB 
CH,  ôc  comme  la  fixiéme  partie  de  la 
hauteur  AF  eft  le  tiers  de  la  hauteur 
OL  de  la  pyramide  OABCH ,  puif- 
que  fa  hauteur  OL  efl:  la  moitié  du  côté 
du  cube ,  il  s'enfuit  que  la  mefure  de  la 
pyramide  OABCH  efl:  le  produit  du 
tiers  de  fa  hauteur  par  fa  bafe. 

Miij 
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XL  IL 

Supposons  préfentement  qu'on 
ait  à  mefurer  une  pyramide  quelconque 

f  icij.  OKMNSTV,  on  imaginera  un  cube 
dont  le  côté  AB  ou  AF  foit  double  de 
la  hauteur  OL  de  la  pyramide  propo- 
fée,  &  on  concevra  dans  ce  cube  ^  uns 
pyramide  OABCH,  dont  la  pointe  foit 
au  centre  ^  ôc  qui  ait  pour  bafe  une  des 
faces  ABCH  du  cube.  Cette  nouvelle 
pyramide  aura  même  hauteur  que  la 
première  ;  ôc  par  conféquent^  (Article 
XXXIX.)  lafolidité  de  O  ABCH  fera 
à  celle  de  OKMNSTV  ^  comme  la  ba- 
fe ABCH  à  la  bafe  KMNSTV  ;  or  par 
TArticle  précédent ,  le  produit  du  tiers 
delà  hauteur  commune  OLpar  la  bafe 
ABCH^efl;  la  valeur  de  la  pyramide  OA 
BCH  ;  donc  le  produit  du  tiers  de  la 
même  hauteur  commune  OL  par  la  ba- 
fe KMNSTV  5  fera  la  valeur  de  la  pyrar 

La  foiidi:.^  i^^ide  propofée  OKMNSTV. 
nude  viuel"        ^^  par-là,  on  découvre  ce  théorème 
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général,  qu'une  pyramide  a  pour  me-  conque,  eft 

,  j     •     j      r    -L     r  1         •  j       '^  pioduit  de 

fure  le  produit  de  la  baie  par  le  tiers  de  ra  bafc  par  ic 

^      .  1  -  (igrs  de    fa 

fa  hauteur.  hauteur. 

XLIIL 

Comme  nous  avons  vu  (  Article 
XXI.  )  que  la  folidité  d'un  prifme ,  eft 
le  produit  de  la  bafe  par  la  hauteur,  il   Lapyrami- 

nl«  f)A       «1  '/J  cie  elt  le  tiers 

eu  clair,  par  1  Article  précédent,  que  dupaimcqu» 

^  .  -  .  a  même  balç 

les  pyramides  feront  toujours  le  tiers  &  mtme 
des  prifmes  qui  auront  même  bafe  & 
même  hauteur. 

XLIV. 

Apre' s  avoir  me  furé  tous  les  foli- 
des  terminés  par  des  plans ,  nous  allons 
chercher  le  chemin  qu'on  peut  avoir 
f  jîvi  pour  mefurer  les  folides  dont  les 
furfaces  font  courbes.  Et  comme  nous 
n'avons  traité  dans  la  troifiéme  Partie 
que  des  figures  ,  dont  les  contours  ne 
renferment  d'autres  courbes  que  le  cer-< 
cle ,  nous  n'examinerons  que  lès  corps 
dont  les  courbures  font  circulaires. 

M  iiij 
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Dans  l'examen  de  ces  corps  ^  nou^ 
aurons  deux  objets  ^la  mefure  de  leurs 
furfaces  &  celle  de  leurs  folidités  ;  car 
ces  furfaces  étant,  ou  entièrement  cour^ 
bes,  ou  en  partie  planes  &  en  partie 
courbes,  nous  ne  pourrons  renvoyer 
leur  mefure  à  la  première  Partie ,  ainfi 
que  nous  l'avons  fait  des  corps  termir 
nés  par  des  plans. 

XLV, 

Pl.XIII.       L  e  plus  fimple  de  tous  les  folidesi 

Tis.i.&i.  courbes  ,eft  le  cylindre  ;  c'eft  un  corps 

Le  cylindre  commc  ABCDËF,  dont  les  deux  bafes, 

cil  un  folide 

terminé  par   ABC ,  DEF ,  fout  deux  cerclcs  égaux 

deux    bafcs       .   \  n      r  O 

oppotées  &    loints  par  une  furface  courbe  qu'on  peut 

parallèles,        ^  .^  ,  11-/ 

v]ui  font  des    imaginer  formée  par  un  plan  plié  au- 

cercleségaux,  *^  '^        ^  ^  ■*■ 

&  par  un      tQur  delcurs  circonférences. 

plan  plié  au-  t  r 

tour  de  leurs       Lorfoue  Ics  dcux  ccrcles  font  placés 

çirconféren-  -•■  /^      i  • 

<■«.  de  façon  que  le  centre  G  du  premier 

^^*^*  -     réponde    perpendiculairement  au-def- 

oniediftin-  fus  du ccntrc  H  du  fécond,  le  cylindre 

pue  en  cylin-    p  J       '^ 

?.re  droit, &  Ic  nommc  oroit. 

obiiquc!'^'^        Le  cylindre  fe  nomme  au  contraire 
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oblique,  lorfque  la  ligne  tirée  par  les 

deux  centres  Gôc  H,  eft  oblique  à  Te-     fi<..  ,; 

gard  des  plans  ABC  ,  DEF. 

X  L  V,  I. 

L  A  formation  géométrique  de  ces  rormanon 
folides  y  analogue  à  celles  des  prifmes 
ôc  des  parallélipipédes ,  dont  il  a  été 
parlé  (  Article  X VIL  )  confifte  à  faire 
mouvoir  un  cercle  parallèlement  à  lui- 
même  y  en  forte  que  tous  fes  points  dé- 
crivent des  lignes  droites  parallèles  qui 
s'élèvent  hors  du  plan  de  ce  cercle. 

XLVII. 

On  parviendra,  de  la  manière  fui- 
vante ,  à  mefurer  la  furface  d'un  cylin- 
dre droit  ;  ce  qui  eft  fouvent  nècelTaire 
dans  la  pratique. 
Les  deux  circonférences  ABC,  DEF,  c 

^  -^    F  I  G.     I, 

étant  partagées  chacune  en  un  même 
nombre  départies  égales ,  les  points  de 
divifion  répondant  les  uns  au-deffus  des 
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autres,  qu'on  tire  des  lignes  droites  qui 
joignent  les  angles  correfpondans  des 
deux  poligones  réguliers  que  donne  cet- 
te opération.  Il  eft  clair  qu'on  aura  alors 
un  prifme  dont  la  fuperficie  fera  corn- 
pofée  d'autant  de  reâangles  renfermés 
dans  la  furface  du  cylindre ,  qu'il  y  a  de 
côtés  renfermés  dans  chacune  des  cir- 
conférences ABC,  DEF.  Or  tous  ces 
re£tangles  ayant  chacun  leur  hauteur 
égale  à  AD ,  leur  mefure  totale  fera  le 
produit  de  la  hauteur  AD  par  lafomme 
de  toutes  les  bafes ,  c'eft-à-dire,  par  le 
contour  du  poligone  renfermé  ou  int 
crit  dans  le  cercle  DEF  ou  ABC. 

Mais  comme  à  mefure  que  le  nombre 
des  côtés  de  ce  poligone  fera  grand ,  le 
contour  du  poligone  approchera ,  de 
plus  en  pluSjd'être  égal  à  la  circonféren- 
ce, ôc  la  furface  du  prifme  d'être  égale 
à  celle  du  cyUndre  ;  il  s'enf ait  que  fi  on 
imagine  aue  le  nombre  des  côtés  de  ce 

Lafutfacc  ^  \        .  .     ^     .       ,  .^ 

eourbed'ua    pohgoue  deviemie  miini,  lepriimene 

cylindre  ^        ^  ^ 
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différera  pas  du  cylindre.  La  furface 
courbe  du  cylindre  droit  eft  dune  égale 
à  un  re£langle  dont  la  hauteur  feroit 


>     droit  eft  ^^»- 


rec- 


AD,  &  la  bafe  une  ligne  droite  égaie  à  iVà'un 
a  Circonférence  JJiir.  lamêmUau- 

ette  propoiition  peut  iervir  a  trou-  u  ba.-e  eii 

1  "l  r*       J       •      Jt  '      c?alt  à  lacir- 

ver  y  par  exemple^  cequ  li  raudroit  a  e-  coufc^rcnce. 
toffe  pour  envelopper  un  pilier  cylindri- 
que, ou  pour  tapilTer  le  dedans  d'une 
Tour  ronde. 

XLVIII. 

Quant  à  la  furface  du  cylindre 
oblique  y  on  ne  peut  pas  la  mefurer  de  la 
même  manière,  parce  qu'au  lieu  de  rec- 
tangles, on  auroit  des  parallélogram- 
mes de  hauteurs  différentes.  Ce  n'eft 
que  par  des  méthodes  très  compliquées 
ôc  très-difîiciles,  qu'on  eft  parvenu  à  ' 

connoître  feulement  la  valeur  appro- 
chée de  cette  furface  ;  ôc  les  problèmes 
de  ce  genre  ne  font  pas  du  refiort  des 
élémens. 
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XLIX. 

A  regard  de  la  folidité  des  cylin- 
dres ,  foit  droits ,  foit  obliques ,  rien  ne 
fera  plus  aifé  que  de  la  trouver.  Car  il 
eft  évident  que  tout  ce  que  nous  avons 
ditdesprifmes^  conviendra  aux  cylin- 
dres ,  Il  on  regarde  les  cylindres  com- 
me les  derniers  des  prifmes  qu  on  peut 
leur  infcrire. 
Les  cyiin-        Ainfi  Ics  cvlindres  qui  auront  même 

ares  qui  ont  •'  ^ 

niêmcbare&  bafc  ôc  mcHie  hautcut ,  fcrout  éfî:aux  en 

même  hau-  ^     ^  -^  O 

teur,    font      foUdîté. 

égaux  en 

folidiré. 

L. 

La  mefure       Et  la  mefutc  d'un  cylindre  quelcon- 
qneiconque    quc  confiftcra  dans  le  produit  de  fa  bafe 

eft  le  produit  -,     - 

de  fa  bafe  par  par  la  iiauteur. 

îâ  hauteur. 

LL 

L  E  cône  eft  le  folide  courbe  le  plus 

fimple  après  le  cylindre  ;  c'eft  une  fi- 

Fï€.3,&4.  gure  comme  ABCDE^  dont  la  bafe  eft 

un  cercle  y  ôc  dont  la  furface  eft  com- 
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pofée  d'une  infinité  de  lignes  droites, 

qui  aboutiffent  toutes  du  fommet  A  à  la     ^^  ^^«"«^  ^^ 

X  une  elpece  de 

circonférence  BCDE  de  ce  cercle.  On  pyramide , 

dont  la  bafc 

peut  regarder  ce  folide  comme  une  py-  cit  un  cercle. 
ramide  dont  la  bafe  feroit  un  cercle. 

LIL 

S  I,  comme  dans  la  figure  3,  la  pointe   onicdiftins 

4      1  /  j  gue  en  cortc 

OU  lommet  A  du  cône  repond  perpen-  droit  &  en 

,.        t    .  1    rr  1  j^    cône  oblique. 

diculairement  au-dellus  du  centre  O 
de  la  bafe, le  cône  eft.  nommé  cône 
droit  ;  ôc  il  eft  nommé  oblique ,  fi  le 
fommet  répond  à  un  point  différent  du 
centre  de  la  bafe,  ainfi  que  dans  la  fi- 
gure 4. 

LIIL 

Pour  mefurer  la  furface  d'un  cône 
droit  ABCDE,  on  le  regardera  com-  f,<j.  5. 
me  la  dernière  des  pyramides  qu'on 
peut  lui  infcrire  ;  c'eft-à-dire,  qu'on  di- 
vifera  la  circonférence  de  fa  bafe  BC 
DE,  ainfi  qu'on  a  fait  de  la  circonfé- 
rence du  cylindre,  en  une  infinité  de  pe- 
Scs  côtés ,  &  tirant  des  lignes  de  tous 
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les  angles  au  fonimet  du  cône  A  ;  on 
trouvera  que  la  fiaperficic  conique  eft  un 
afTemblage  d'une  infinité  de  petits  trian- 
gles iiocéles ,  dont  la  hauteur  eft  égale 
au  côté  AB  du  cône ,  &  dont  toutes  les 
bafes  ajoutées  enfemble  ,  font  égales  à 
la  circonférence  BCDE  ;  d'où  il  eft  aifé 
de  voir  que  la  mefure  de  cette  furface 
Lafurface   fg  trouvera  en  multipliant  la  moitié  de 

«\in  tone  ^  •»• 

droit  le  me-  AB  par  la  circonférence  BCDE* 

fure  en  mul-  *■ 

tipHant    la  ^^-^ 

moitié  de  l'on  ^'"t    t  "tr 

côié  p.tr  la  JL  1    V  • 

circonférence 

de  la  baie.         S  î  on  fe  rappelle  maintenant  que  là 
furface  d'un  fedeur  de. ce  cercle  eft 
égale    (  IIL  Part.  Art.  X.  )  eft  égale 
au  produit  de  l'arc  de  ce  fecleur  par  la 
moitié  du  rayon  ^  on  verra  que  pour  en- 
velopper le  cône  droit  ABCDE  d'une 
furface  pliante  comme  du  carton,  ôcCé 
Le  déveiop.  il  faudtoit  prendre  unfedeur  de  cercle> 
cône  eft  un    dout  le  rayon  fut  égal  à  AB  ^  &  dont 
cercle.        i'arc  fût  égal  à  la  circonférence  BCDE« 
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LV. 

Lorsque  le  cône  eft  oblique^  la 
mefure  de  fa  furface ,  ainfi  que  celle  du 
cylindre  oblique,  eft  fort  difficile  à  con- 
noître  même  d'une  manière  approchée, 
ôc  c'eft  encore  un  problème  au-deflus 
des  Elémens. 

LVL 

Quant  à  la  folidité  des  cônes ,  foit 
droits,  foit  obliques,  on  les  regardera 
comme  les  dernières  des  pyramides 
qu'on  pourroit^  leur  infcrire  ,  &  on 
pourra  leur  appliquer  en  conféquence 
ce  qu'on  a  dit  des  pyramides  en  gé- 
néral. 

Ainfi  les  cônes  qui  auront  même  bafe    ^"  ^''"*'! 

1  qui  ont  me- 

&  même  hauteur ,  feront  égaux,  mô,nc''hai? 

tcur  font 

LVIL  '^^"^• 

Et  la  folidité  d'un  cône  quelcon-   ^eurmefure 

*■  eft  le  produic 

que  fera  le  produit  de  labafe  par  le  tiers  '^  •^^  ^'^"":  ^7"^ 

i-  L  •*•  le  tiers  de  la 

de  fa  hauteur.  hi^xic^xu 
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LVIIL 

^iG.  5.  On  a  quelquefois  befoîn de mefuref 
un  corps  comme  BCDEFGH  ^  qu'on 
appelle  cône  tronqué  ;c'eft  la  partie  qui 
relie  d'un  cône  AFGH  ^  lorfqu  on  en  a 
retranché  un  autre  cône  plus  petit  AB 
CDE^  par  une  feftion  parallèle  à  labafe 
FGH.  Il  eft  évident  que  la  mefure  de 
ce  folide  fera  la  différence  entre  les  fo- 
lidités  des  deux  cônes  ABCDE,  AF^ 
GH. 

LIX. 

Q  u  A  N  T  à  la  furface  d'un  cône  tron- 
qué y  s'il  a  été  formé  par  la  feâiond  uri 
cône  droit,  on  peut  trouver  quelque 
chofe  de  plus  fimple  que  de  mefurer  fé- 
parément  lesfurfaces  des  deux  cônes, 
6c  de  retrancher  l'une  de  l'autre ,  on  em- 
ploiera pour  cela  la  méthode  fuivante  , 
qui  eft  aifée  à  imaginer,  après  ce  que 
nous  avons  dit ,  (  Article  LI V.  ) 
FiG,  6.ac  7.     Suppofons  que  ALR  foit  le  fe£leur 

cjuil 
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JTaudroit  conftruire  pour  pouvoir  enve- 
lopper le  cône  AFGH;en  dccrivanc 
du  centre  A  &  de  l'intervalle  AM  égal  à 
AB,  un  arc  MP^il  eft  clair  que  Tefpace 
MPRL  feroitune  portion  de  couronne 
propre  à  envelopper  la  furface  cherchée 
du  cône  tronqué.  Or  fi  on  imagine  que 
les  deux  circonférences  ,  dont  MP  ôc 
LR  font  des  arcs  femblables ,  foient 
achevées,  on  aura  une  cou*onne  en- 
tière ,  dont  la  mefure  (  III.  Part.  Art. 
iVIII.  )  fera  le  produit  de  ML ,  égal  à 
BF  par  la  circonférence  dont  AN  eft 
le  rayon,  N  étant  le  milieu  de  ML» 
Donc  la  portion  de  couronne  MPRL,  Manière  de 
ou  la  furface  du  cône  tronqué  BCDE  lurface  0  un 
FGH  qui  lui  eft  égale ,  fe  mefurera  en 
multipliant  ML  par  l'arc  NQ  ;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  en  multipliant 
BF  par  la  circonférence  IKL ,  que  don^ 
ne  la  fection  du  folide  propofé  par  ua 
plan  parallèle  à  la  bafe,  &  qui  paffe  pax; 
le  milieu  I  du  côté  BF. 


N 
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Lafphérccft      Le   demlcr  des  corps  folides  que 

le  corps  dont  ,  ri/ 

la  furface  a    nous  traiterons ,  le  nomme  Ipnere  ou 
points  éga-    globe  j  c'cft  cclul  doHt  la  furface  a 

lement  éloi-  ,  .       ^  /1     •  ^      j' 

gnés  (iucen-  tous  Ics  Domts  également  éloignes  a  un 
même  point  qui  en  eft  le  centre.  Oiia 
fou  vent  befoin  de  mefurer  cette  iiiffa- 
ce;  on  voudra  fçavoir,  par  exemple, 
ce  qu'il  faudroit  de  dorure  pour  une 
boule  y  combiérï  on  devroit  prendre  de 
lames  de  plomb  pour  couvrir  un  domc^ 
&c. 

LXI. 

FiG.  8.  Soit  X  lafphére  dont  on  veut 
mefurer  la  fuperficie,  il  eft  évident 
qu'on  peut  concevoir  ce  folide  comme 
produit  par  la  révolution  d'un  demi- 
cercle  AMB  y  autour  de  fon  diamètre 
AB. 

Suppofons  d'abord  qu'au  lieu  de  la 
demi-circonférence  ,  nous  ayons  un 
poligone  régulier  d'un  nombre  infini 
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de  petits  côtés  ,  ou ,  fi  on  veut ,  d'un 
très-grand  nombre  de  côtds  ;  ôc  pro- 
pofons-nous  feulement  de  mefurer  la 
furface  Z,  produite  par  la  révolution  Fig.  ^ 
de  ce  poligone.  Il  fera  facile  de  paffer 
enfuite  de  la  mefure  de  cette  furface  à 
la  mefure  de  la  furface  de  la  fphére  y 
ainfi  que  nous  avons  paffé  de  la  mefure 
des  figures  re£tilignes  à  celle  du  cer- 
cle. 

LXIL 

Pour  mefurer  la  furface  du  folide 
Z  ,  examinons  la  petite  partie  de  cette 
furface  ^que  produit  un  feul  côté  quel- 
conque Mm  du  poligone  infcrit,  pen- 
dant qu'il  tourne  autour  du  diamètre 
AB.  Il  eft  évident  que  ce  coté  Mm  dé- 
crit dans  ce  mouvement  une  furface  de 
çone  tronqué  V.  Car  en  prolongeant  la  Vl.  XIV. 
droite  mM  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  F  i  g.  i. 
en  T  le  diamètre  ou  axe  de  révolution 
AB ,  fi  cette  ligne  TMm  tourne  en  mê- 
me tems  que  le  demi-cercle  AMB ,  elle 

Nij 
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décrira  vifiblement  un  cône  droit  j 
dont  le  fommet  fera  T ,  &  la  bafe ,  le 
cercle  décrit  par  le  point  m  ;  en  forte 
que  la  furface  V  ^  produite  par  le  mou- 
vement de  ISIim  y  fera  une  tranche  de  ce 
cône,  enfermée  entre  les  plans  dece  r- 
cles  que  les  points  M  ôc  m  décrivent 
en  tournant.  Mais  félon  que  nous  Pa- 
vons vu  (  Article  LIX.  ) ,  la  furface  V 
eil  égale  à  un  reâangle  dont  ISlim  eft  la 
hauteur,  ôc  la  bafe,  une  ligne  égale  à  la 
circonférence  KLO  ,  décrite  par  le 
point  K ,  milieu  de  yim.  Donc  la  fur- 
face  produite  par  la  révolution  du  po- 
ligone  eft  égale  à  la  fomnie  d'autant 
de  rectangles  de  cette  nature ,  qu'il  y  a 
de  côtés  dans  ce  poligone ,  tels  que 
Mm. 

Or  comme  tous  les  côtés  Mm,  hau- 
teurs de  ces  re£tangles  ,  font  fuppofés 
égaux  ,  on  pourroit  regarder  la  furface 
cherchée  comme  un  reâangle  total  qui 
auroit  la  hauteur  Mm ,  avec  une  bafe 
i^gale  à  la  fomme  de  toutes  les  circon-i 
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Férences  telles  que  KL  ,  c'eft-à-dire  , 
décrites  par  le  point  de  milieu  de  cha- 
«que  petit  côté. 

Mais  le  poligone  infcrit  dans  le  de- 
mi cercle  AMB  ,  ayant  un  très-grand 
nombre  de  côtés,  la  petitefle  de  la  hau- 
teur Mm^  &  la  grandeur  exceffive  de  la 
bafe,  rendent  ce  reâangle  inconftruc- 
tible. 

Pour  remédier  à  cet  inconvénient , 
il  eft  bien  aifé  d'imaginer  de  changer 
tous  ces  petits  reâangles  en  d  autres 
qui  auroient  toujours  une  même  hau- 
teur, non  pas  imperceptible  comme 
Mw,  mais  affez  grande  pour  que  cha- 
cune des  bafes  devint  fort  petite  ; 
moyennant  cela ,  l'addition  de  toutes 
ces  petites  bafes  ne  fera  plus  qu'une 
longueur  comparable  à  la  hauteur, 

LXIIL 

Voyons  donc  fi  nous  n^  pourrons 
point  changer  de  cette  forte  nos  petits 
redangles.    Suppofons  d'abord,  pour 

Niij 
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fimplifier  le  problême,  que  nos  re£i:an- 
gles,  au  lieu  d'avoir  pour  bafes  des  li- 
gnes égales  aux  circonférences  KL , 
îiG.  2.  nayent  pour  bafes  que  les  rayons  Kl 
de  ces  circonférences.  Il  ne  nous  fera 
pas  difficile  enfuite  d'appliquer  ce  que 
nous  aurons  trouvé  pour  ces  derniers 
redangles ,  à  ceux  dont  nous  avons  af- 
faire. 

II  s'agit  donc  de  trouver  un  reâangle 
qui  ait  pour  mefure  le  produit  de  M^ 
par  Kl,  6c  qui  ait  pour  hauteur  quel- 
que ligne  incomparablement  plus  gran- 
de que  Mm ,  ôc  qui  foit  la  même  en  quel- 
que endroit  que  foit  placé  ce  petit  côté 
Mm.  Choififfons,  par  exemple,  la  droi- 
te CK ,  qui  eft  l'apothème  du  poligone 
dont  Mm  eft  le  côté ,  6c  qui ,  par  con- 
féquent,  eft  toujours  la  même,  à  quel- 
que côté  du  poligone  qu'elle  appar- 
tienne. Nous  devons  donc  chercher 
mie  ligne  dont  le  produit  par  CK  foit 
égal  aii  produit  de  Kl  par  Mm  ;  c'eft- 
à-dire  (IL  Part.  Art.  Vil.)  qu'il  faut 
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trouver  une  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  lignes  KC  ,  Kl,  Mm,  Or 
nous  fçavons  que  c'eft  par  le  moyen 
des  triangles  femblables ,  qu'on  décou- 
vre des  lignes  proportionnelles  dans 
les  figures  ,  il  faut  donc  former  des 
triangles  femblables ,  dont  les  côtés  ho- 
mologues foient  les  lignes  en  queftion  ; 
c'eft  ce  qu'on  fera  en  abbaiffant  MR, 
perpendiculaire  à  mp.  On  aura  alors 
les  triangles  MwR,KIC,  qui  feront 
femblables  ;  car  ils  feront  chacun  rec- 
tangle ,  l'un  en  R ,  l'autre  en  I ,  &  de 
plus,  ils  auront  les  angles  wMR,  IKG 
égaux  entr'eux ,  à  caufe  que  le  premier 
fait  un  angle  droit  avec  l'angle  MmR, 
égal  à  l'angle  MKI,  &  que  l'autre  IKC 
fait  aufii  un  droit  avec  MKI. 

De4à  on  peut  conclure  facilement 
que  KC  eft  à  Kl,  comme  Mm  àMR  ; 
c'eft-à-dire,  que  MR  eft  la  quatrième 
proportionnelle  cherchée  ;  ou ,  ce  qui 
reviens  au  même  ,  que  le  re£tang!e 
de  KC  par  MR  ou  par  P/?,  eft  égal 

Niiij 
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^u  reûangle  de  Mw  par  Kl. 

Mais  comme  le  reftangle  que  nous 
nous  étions  d'abord  propofés  de  chan- 
ger, n'étoit  pas  celui  de  Mm  par  Kl , 
que  c'étoît  celui  de  Mm  par  la  circon- 
férence dont  Kl  eft  le  rayon  ;  nous  nous 
rappellerons  Ici  que  les  circonférences 
font  entr'elles  comme  les  rayons  ;  ce 
qui  fait  que  Pégalité  qui  eft  entre  le  rec- 
tangle de  Mm  par  Kl,  &  celui  de  Yp 
par  CK,  entraîne  néceflairement  Péga- 
lité du  reâangle  de  Mm  par  la  circon- 
férence de  Kl,  au  redangle  de  P/?, 
par  la  circonférence  de  CK,  Car  on 
fent  facilement  que  fi  deux  reûangle^ 
font  égaux,  ôc  que  confervant  leurs 
hauteurs,  on  augmente  proportionnel- 
lement leurs  bafes,  ces  redangles  de^; 
ineureront  encore  égaux. 

LXIV, 

Ayant  découvert  dans  les  deux 
Articles  précédens  que  toutes  les  pe- 
tites furfaces  coniques  tronquées ,  telle 
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que  V  (  Fig.  i .  )  font  égales  à  autant 
de  rectangles  qui  auroient  tous  pour 
hauteur  une  même  droite  égale  à  la  cir^ 
conférence  ,  dont  KG  feroit  le  rayon  , 
ôc  dont  chacun  auroit  pour  bafe  une  pe- 
tite droite  Vp  ^  correfpondant  à  chaque 
côté  Mm  ;  on  en  déduira  qu'une  fom- 
me  quelconque  de  ces  petites  furfaces, 
prife  depuis  A  jufqu  en/?,  par  exemple, 
fera  égale  à  un  redangle  qui  auroit  pour 
hauteur  une  droite  égale  à  la  circonfé- 
rence de  CK,  &  pour  bafe  la  fomme  de 
toutes  les  lignes  telles  que  P/7,prifes  de- 
puis A  jufqu'en  jt? ,  c'eft-à-dire,  la  droite 

Ap. 

Donc  pour  avoir  la  furface  totale 
produite  par  la  révolution  du  poligone 
entier,  il  faudra  faire  un  rectangle  dont 
la  bafe  foit  égale  à  la  circonférence  dé- 
crite du  rayon  CK,  ôc  qui  ait  une  hau- 
teur égale  au  diamètre  AB. 

LXV. 

I L  eft  bien  aifé  maintenant  de  me- 
furer  la  furface  de  la  fphére.    Car  il 
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eft  clair  que  plus  il  y  aura  de  côtés 
dans  le  poligone  ^  plus  le  folidc  pro- 
duit par  fa  révolution  approchera  d'ê- 
tre égal  à  la  fphére ,   ôc  plus  auffi  Ta- 
pothême  CK  approchera  d'être  égal 
au  rayon  ^    en  forte  que  lî   on  peut 
imaginer  que  le  poligone  foit  deve- 
Lafurfacc   nu  un  ccrcle  ^  l'apothéms  CK  fera  le 
aV/mefu-  rayon  même,  ôc  la  furface  de  la  fphére 
ïe  fon'aia''-^  aura  la  même  étendue  qu'un  redlanglc 
drconférence  dont  k  hauteur  &:  la  bafc  fer  oient ,  i'u- 

de  Ton  grand  i       t  '  o     1»  1'  ' 

cercle.  ne  le  diamètre  ^  oc  1  autre  une  ligne  éga- 
le à  la  circonférence  du  cercle  qui  l'a 
produite  ,  6c  qu'on  appelle  ordinaire* 
ment  le  grand  cercle  de  la  fphére. 

LXVL 

qu'un"feg-^^      Quant   à  la  furface  courbe  d'un 

lllt      fegment  de  fphére  AMLNO  *  j  c'eft-à- 

*FiG.  3.  dire,  de  la  partie  de  la  fphére  qu'on  en 

retranche  ,  lorfqu'on  la  coupe  par  un 

plan  MLNO,  perpendiculaire  au  dia- 

Comment    métré  ;  elle  a  pour   mefure   le  pro- 

Z  lù^face!    duit  de  fon  épaiiTeur  ou  flèche  AP  par 

la  circonférence  du  grand  cercle  AM 
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BN.  La  raifoii  en  efl  la  même  que  cel- 
le par  laquelle  on  a  prouvé  (  Article 
LXIV.)  que  la  fomme  des  furfaces  de 
tous  les  petits  cônes  tronqués,  com- 
pris depuis  A  jufqu'en  w  ,  ef!:  égale  Fig.  2; 
au  reâangle  dont  la  hauteur  eft  A/? ,  ôc 
la  bafe  une  ligne  égale  à  la  circonfé- 
rence dont  CK  eft  le  rayon, 

LXVII. 

L  A  mefure  précédente  de  la  furface 
de  la  fphére  ,  apprend  que  Ci  on  fait 
tourner  le  re£tanple  ABDE  en  même-     rr^   . 

*^  r  I  G  •   ^  • 

tems  que  le  demi  cercle  AMNB  autour 
de  AB  ,  la  furface  courbe  du  cylindre 
droit  EFGIKDH  produit  parla  révo- 
lution de  ce  rectangle ,  fera  égale  à  cel- 
le de  la  fphére  décrite  parle  demi-cer- 
cle ;  ce  qu'on  exprime  ordinairement 
ainfi  ;la  furface  de  la  fphére  eft  é.'^ale  à  ^-^  ^^■'-^c 
celle  du  cylmdre  circonfcrit.  cit  égaie  à 

celle  du  cy- 

L  XVI  IL  ^'^'""" 

Et  fi  on  coupe,  tant  le  cylindre,  que 
la  fphére,  par  deux  plans  quelconques 


copient. 
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Les  tranches  perpendiculakes  au  diamètre  AB  ,  en 

«lu  cylindre      i-»  ^-v      i 

&  de  lafphé-  P  &  en  Q ,  les  tranches  de  la  fphére  ôc 

xe  ont  la  mê-     -i  ■,.     \  . 

me  fuperiî.  Ju  Cylindre  qui  feront  produites  par  le 
mouvement  de  la  droite  OS ,  ôc  de  Tare 
MN^  feront  égales  en  fuperficie. 

LXIX. 

Lafurncc        On  voît  encotc  ,  par  ce  qui  précé- 
cft  égale  à    de,  que  la  furface  de  la  fphére  eft  égale 

quatre  fois       >  r    •      1'    •  i      r  J  1 

celle  de  fon   a  quatre  rois  1  aire  de  ion  grand  cercJe  ; 

grand  cercle.  1      r      r  J  J  1 

car  la  lurface  de  ce  grand  cercle  a  pour 
mefurele  produit  de  la  moitié  du  rayon 
ou  du  quart  du  diamètre  par  la  circon- 
férence y  ÔC  la  fuperfîcie  de  la  fphére  eft 
égale  au  produit  du  diamètre  entier  par 
la  même  circonférence. 

La  mefure  de  la  furface  de  la  fphére 
étant  trouvée,  il  eft  bien  aifé  de  mefurer 
fa  folidité  ;  car  on  peut  confidérer  la 
fphére  comme  Taffemblage  d'une  infini- 
té de  petites  pyramides ,  dont  les  fom- 
mets  font  à  fon  centre ,  ôc  dont  toutes 
les  bafcs  couvrent  fa  furface  entière.  Or 
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chacune  de  ces  pyramides  ayant  pour 
mcfure  le  produit  du  tiers  de  fa  hauteur 
c'eft-à-dirc,  du  rayon  ^  par  fa  bafe ,  leur 
fomme  totale  ou  la  folidité  de  la  fphére  ^^^,*  [«^''^Jif* 
fe  mefurera  en  multipliant  le  tiers  du  '.'^  ^-^pioduic 

r  du  tiers  du 

rayon  par  fa  furface,  c'eft-à-dire,  par  "^^j^^  ^^Jj 
quatre  fois  Faire  du  grand  cercle.  ^^f^^^  ^^^  ^ 

LXXL 

Comme  le  produit  du  tiers  du  rayon 
par  quatre  fois  le  grand  cercle,  eft  la 
Hnême  chofe  que  le  produit  de  quatre 
fois  le  tiers  du  rayon ,  c'eft-à-dire ,  des 
deux  tiers  du  diamètre  par  le  grand  cer- 
cle ,  &  que  la  folidité  du  cylindre  EF 
GIKDH  a  pour  mefure  le  produit  du 
diamètre  par  le  même  grand  cercle  qui 
lui  fert  de  bafe  ;  il  s'enfuit  que  la  foli-    ï-aToiidUé 

■*■  de  la  fphérc 

dite  de  la  fphére  eft  les  deux  tiers  de  «^^  '«  deux 

*-  ^  ^  t  ers  de  celle 

celle  du  cylindre  circonfcrit.  «*"  cylindre 

'  circonlcriu 

LXXIL 

Si  on  fe  propofoit  de  mefurer  la 
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r^vA-'!^'^"  folidité  d'un  ferment  de  fphére  AML 

joiidue  d  un  ^  i 

iphé"'  '^'  ^^  ^  ^^  ^^  évident  qu'il  faudroit  d'à- 
*Fi  G.  j.  '^^^'^  mefurer  la  portion  de  fphére  pro- 
duite par  la  révolution  du  fe£leur  CA 
\  M  ;  ce  qui  fe  feroit  en  multipliant  le 
tiers  du  rayon  par  la  furface  du  fegment 
de  fphére  propofé  AMLNO  :  enfuite 
on  retrancheroit  de  cette  mefure  celle 
du  cône  produit  par  la  révolution  du 
triangle  CPM ,  c'eft-à-dire,  le  cône 
dont  la  bafe  eft  le  cercle  ?yîLNO ,  & 
CP  la  hauteur ,  ôc  le  refie  feroit  la  va- 
leur demandée  du  fegment. 

LXXIIL 

Nous  finirons  ces  Elémens  par 
quelques  Propofitions  fur  la  folidité 
ôc  fur  la  fuperficie  des  corps  fembla- 
bles.  Ces  Propofitions  fe  préfentent 
fort  naturellement^  lorfqu'on  réfléchit 
fur  ce  qui  conftitue  la  fimilitude  de 
deux  corps.  On  peut  dire  même  qu'on 
ne  peut  guéres  manquer  de  les  décou- 
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vrir  par  analogie  ,  fi  on  fe  rappelle 
ce  que  nous  avons  dit  (I.  Part.  Art. 
XXXIV.  ôc  fuiv.)  de  la  iimilitude  des 
figures  planes  ;  c'eft-à-dire ,  de  celles 
qui  font  décrites  fur  des  plans. 

Nous  avons  déterminé  (Art.XXXII.) 
en  quoi  confifte  la  fimilitude  de  deux 
pyramides;  la  définition  que  nous  avons 
donnée  alors  des  pyramides  femblables, 
peut  s'étendre  à  tous  les  corps  terminés 
par  des  plans  :  c'eft-à-dire ,  que  deux 
corps  de  cette  nature  feront  appelles 
femblables ,  fi  tous  les  angles  formés  par  r  n  quoi  co». 
les  côtés  du  premier  font  les  mêmes  miiuuJc'de 
que  les  angles  rormes  par  les  cotés  du  rcrmin^s  par 
fécond ,  &  fi  les  côtés  d'un  de  ces  corps   "  ^  ''"*' 
font  proportionnels  aux  côtés  homolo- 
gues de  l'autre. 

LXXIV. 

Quant  aux  corps  qui  ne  font  pas 
terminés  de  tous  les  côtés  par  des  plans, 
les  cylindres  &  les  cônes ,  par  exemple, 
il  eft  auffi  facile  de  déterminer  les  condi- 


Celle  de 
deux  cylin- 
dres obli- 
ques. 
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tions  néceflaires  pour  les  rendre  feiîi- 
blables. 
Conditions      Dcux  cvliiidres  droits  feront  fembla- 

qui  determi-  •/ 

nenciaf^mi-  blcs ,  fi  leurs  Iiauteurs  font  en  même 

luude    de  ^ 

deux  cyiin-    jalfon  QUQ  ks  ravons  de  leurs  bafes. 

drcs  droits.  ^  ' 

LXXV. 

S  I  les  cylindres  font  obliques ,  il 
faudra^  déplus,  que  les  lignes  qui  joi- 
gnent les  centres  des  deux  cercles,  dans 
chacun  de  ces  cylindres ,  faffent  les  mê- 
mes angles  fur  les  plans  de  leurs  bafes» 

LXXVL 

Les  mêmes  définitions  peuvent 
s'appliquer  aux  cônes,  en  mettant  au 
lieu  de  la  ligne  quipaffe  par  les  centres 
des  deux  bafes  du  cylindre,  celle  qui 
va  du  fommet  du  cône  au  centre  du 
cercle  qui  lui  fert  de  bafe. 

LXXVIL 

Pour  que  deux  cônes  tronqués 
foient  femblables ,  il  faut ,  en  premier 
lieu,  que  les  cônes  dont  ils  font  por- 
tions 


Celle    de 
^eux  cônes. 


DE    GEOMETRIE.     20^ 
tîons  foient  femblables  lun  à  l'autre  ;     cdif  de 
&  en  fécond  lieu ,  que  leurs  hauteurs  nonVc"? 
foient  entr'elles  comme  les  rayons  de 
leurs  bafes. 

LXXVIII. 

A  l'égard  des  fphéres ,  on  voit  bien 
qu^elles  font  toutes  femblables  les  unes    Les  fphéres. 

*     r"  1        r*  Its  cubes  ,  & 

aux  autres ,  anili  que  toutes  les  hgures,  toutes  !«  fi- 

_r    •     j"   f  %  r   '  1  •>  1  Pures  qui  ne 

loitlolides,  loit  planes,  qumontbe-  dépendent 

/»   •  J'      -        /•       1        1'  A  que    d'une 

lom  que  dune  leule  ligne  pour  être  Lieiignc, 
déterminées  ,    comme  le  cercle  y  le  Ica^i'abi", 
quarré ,  le  triangle  équilatéral ,  le  cu- 
be ,  le  cylindre  circonfcrit  à  la  fphére  ^ 
&c. 

LXXIX. 

E  N  général  on  pourra  dire  des  fîgU^ 
res  folides  femblables  >  comme  on  Ta     ^"  s^''*^^*"* 

j.       j  les   lolidcs 

ait  des  figures  planes ,  qu'elles  ne  diffé-   fnnbhiiesne 

-  *-  /^  uitVércnt  que 

rent  que  par  les  échelles  fur  lefquelles  p^^  its«^^i»«^i- 
elles  ont  été  conftruites.  qi-eiies  lu 

v^etexpole  leul  bien  confidéré^  con-  î-"i-^^ 
duit  àdeux  propofitions  fondamentales 

O 
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fur  la  fuperficie  &  fur  ia  folidité  des 

corps  femblabks. 

jLj  ^  A.  y^^ 

Li  Â  première  Propofidon  apprend 

teafarfaces  q^c  îes  furfaces  de  deux  folides  fem- 

fcaibb¥i«     blables ,  font  entr'elles  comme  les  quar- 

com^  te    i«^s  ^g  leurs  côtés  homologues  ;  qu'il  y 

!cQ«  rôles     2L  5  par  exemple ,  même  rapport  entre 

les  furfaces  des  deux  pyramides  fem- 

Ft^&.f.     blables  z  ôc  Z^  qu  entre  les  quarrés 

^  ^*  43/7/-^^  ABCD  j  faits  fur  les  côtés  ab , 

AB  5  qui  fe  répondent  dans  c^s  deux 

pyramides. 

Four  découvrir  cette  Propofition> 
on  na  befoin  que  des  raifonnemens 
qu'ona  employés  (  I.  Part.  Art,  XLIIL 
ôc  XLI V.)  y  c'eft-à-dire  ,  qu'il  faut  feu- 
lement confidérer  que  fi  P  eft  l'échelle 
de  îa  pyramide  X^  àip  l'échelle  de  la 
pyramide  femblable  z  j  les  lignes  qu'il 
faudra  employer  pour  mefurer  la  fur- 
face  de  Z  5  ÔL  celle  du  quarré  ABCD  , 
élurent  ie  même  nombre  de  P  ^  qu'il  y^ 


DE    GEOMETRIE,    mt 

aura  de  parties  p  dans  celles  qu'il  faut 
employer  pour  mcfurer  la  furface  de  Zp 
&  celle  du  quarré  a^cd. 

Car  de-là  il  fuit  que  le  produit  des  îî- 
gnes  qui  entrent  dans  la  mefure  de  Z 
&  de  ABCD  ^  donnera  le  même  nom- 
bre de  quarrés  X  faits  fur  P ,  que  le  pro- 
duit des  lignes  employées  à  mefurer  z 
de  aècd  donntv^  de  quarrés  x  faits  fwr^. 
C'eft- à-dire ,  que  les  nombres  qui  expri- 
meront le  rapport  de  la  furface  de  la 
pyramide  Z  au  quarré  ABCD^  feront 
les  mêmes  que  ceux  qui  exprimeront  le 
rapport  de  la  furface  z  au  quarré  tî^cJ. 

On  fcroîtîe  même  raîfonnementdans 
la  comparaifon  de  tous  les  autres  corps 
femblabîes  j  foît  que  ces  corps  fiiffent 
terminés  par  des  plans^  foit  qu'ils  fulTent 
terminés  par  des  fiirfaces  courbes  ;  car 
ks  lignes  employées  à  mefurer  les  fii- 
perfides  de  tous  ces  corps^  auront  tou- 
jours le  même  nombre  des  parties  de 
leurs  échelles  ,  ôc  par  conféquenr^  les 
produits  de  ces  lignes  contiendront  un 

Oij 
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même  nombre  de  fois  les  quarrés  de 
ces  mêmes  parties. 

Et  fi  les  lignes  néceflaires  pour  me* 
furer  la  fuperfîcie  des  corps  femblables, 
étoient  incommenfurables,  il  eft  clair 
que  la  démonftration  fubfifteroit  tou- 
jours ,  pourvu  qu'on  employât  ici  les 
principes  dont  on  s'eft  fervi  (IL  Part, 
Art.XXVIIL)  pour  comparer  les  figu- 
res femblables  ,  dont  les  côtés  étpient 
incommenfurables. 

LXXXL 

les  furPaces  O  N  prouvcroit  de  la  même  façon  , 
fom entre! icj  quc  Ics  furfaccs  des  fphéres  font  cn- 
quarrés  de    tr'cUes    commc  les  quarrés  de  leurs 

Jçurs  rayons.  -«  zr    •  i  •  ^ 

rayons.  Mais  ^  pour  le  voir  encore  plus 
clairement  d'une  autre  manière, il  fut 
fira  de  fe  rappeller  que  les  furfaces  des 
cercles  font  entr'elles  comme  les  quar- 
rés de  leurs  rayons  (  III.  Part.  Art. 
.yi.  )  ,  &  que  les  furfaces  des  fphéres 
font  quadruples  de  leurs  grands  cercles 
(Art,LXIX.) 
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LXXXII. 

La  proportionnalité  entre  les  furfa- 
ces  des  corps  femblables  &  les  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues ,  eft  (1  géné- 
rale qu'elle  s'applique  autant  aux  corps 
qu'on  ne  fçait  pas  mefurer,  qu'à  ceux 
dont  on  connoît  la  mefure. 

Sans  fçavoir  mefurer ,  par  exemple  , 
la  furface  d'un  cylindre  oblique  ,  on 
peut  affirmer  que  les  furfaces  de  deux 
cylindres  obliques  fernblables  font  en^ 
tr'elles  comme  les  quarrés  des  diamè- 
tres des  bafes  de  ces  cylindres.  Car  en 
infcrivant  dans  ces  deux  cylindres  deux 
prifmes  femblables  de  tant  de  faces  qu'- 
on voudra ,  on  verra ,  par  ce  qui  pré- 
cède, que  les  furfaces  de  ces  prifmes 
feront  entr'elles  comme  les  quarrés  des 
diamètres  des  bafes.  Donc  les  cylin- 
dres mêmes,  confidérés  comme  les  der- 
niers des  prifmes  infcrits  auront  leur^ 
furfaces  dans  le  même  rapport. 

Oiii 
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LXXXIIL 

Ew  loiidï.      L  A  Propofitlon  fondamentale  pour 

font  emr-cux  la  comparailoii  de  la  iolidite  des  corps 
cubes  de  leurs  femblablcs  eft  celle-ci, 

côtés  homo-  T  ri'J       r       Llti        r  t 

^ogues>  i^es  loiides  lemblabies  font  entr  eux 

comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homKD- 
logues. 

Cette  Propofîtîon  fe  peut  démontrer 
commx  la  précédente^  en  confidérant 
que  les  figures  femblables  ne  différent 
que  par  les  échçUes  fur  Icfquelles  elles 
font  conftruites.. 

Pour  le  faire  voirie  plus  fimplement 

qu'il  nous  ferapoilible ,  nous  nous  fer- 

virons ,  par  exemple  ^  des  deux  prifmes 

F  2  «.  7,   femblables  Z  &  ^^ôc  des  deux  cubes  X 

^^'  &cxy  dont  les  côtés  font  égaux  à  AB  ^ 

ab ,  lignes  analogues  dans  ces  deux  prif- 

[  mes  ;  &:  nous  prendrons  de  plus  deux 

échelles  AB  ^  ab  y  divifées  en  un  affez 

grand  nombre  de  parties^  pour  pouvoir 

mefurer  les  dimenfions  de  ces  folides  : 

or  cela  pofé^j  il  efl  clair  qu'il  fe  trou- 
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J>/.^UtXl 


2V,7nr/ieXlT 


J^/^fij/ieJOr 


T 


A 


J^/.iii,A^  jgil. 


j^/unc/w  :-<ir 
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vera  précifément  autant  de  cubes  faits 
fur  les  parties  de  ab  ,  dans  le  prifme  z , 
&  dans  le  cube  x ,  que  de  cubes  faits 
fur  les  parties  de  AB  dans  le  prifme  Z 
ôc  dans  le  cube  X. 

On  feroit  le  même  raifonnement 
pour  tous  les  autres  folides  ;  ôc  ceux 
qui  pourroient  avoir  des  dimenfions 
incommenfurables ,  feroientaufli  dans 
lamêmeraifon  que  les  cubes  de  leurs 
côtés  homologues. 

LXXXIV. 

Les  foiidités  des  fphéres ,  par  exem-    tes  rpiiér« 

,     .  1  ^  ,11  fomcncr-cUes 

pie,  lont  évidemment  entr  elles  ^  com-  comme  its 

*  cubes    de 

me  les  cubes  de  leurs  rayons.  ^eurs  layons, 

FIN. 


Fautes  à  corriger. 

PAge  8  ,  ligne  9  ,  éloignées  ^  lifez  éloigniez 
P.  z  ^ ,  Art.  XXI.  lifez  XXIII. 
P.  40  , 1.  10,  ce  qui  ,  lifez  ee  qntL 
p.  55  ,  1.  z,BAC,  lifez  bhc 
P.  8 1  , 1.  13,  tfi  liificonde  ,  lifez  ejl  à  la  féconde. 
P.  84,  1.  4  de  rapoUille,  après  quatrième^  ajoutez 

terme, 
P.  5)4  ,  1.  13  ,  par^  lifez /;45. 
P.  108  ,  dern.  ligne  de  la  féconde  apoûille,  au  lieu 

de  circonfé ,  lifez  circonférence, 
^*  ^33  î  !•  y  »  mêmes  angles ^  lifez  ^»j;/«  égaux, 
P.  151 ,  1.  i^,  ^tf  même  qu'un  plan  ^  lifèz  ^«  même^ 

qu'un  plan. 

p.  155  ,  1.  18,  après  d'égale  longueur^  ajoutez  c^  qui 

nefoientpaspofêûs  en  ligne  droite, 
P.  170  , 1.  3  ,  feraient  îoûjours  les  mêmes  ,  lifez  auroient 

toujours  la  même  folidité. 
p.  184  5 1.  13  ,  après  égaux ^  ajoutez  ^ parallèles^ 


^^^^g^^^^^^^^jg^^^ 
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DES    MATIERES 


PREMIERE    PARTIE. 

Des  moyens  qu  il  étoit  le  plus 
naturel  d'employer  pour  par- 
venir à  la  mefure  des  Terrains. 

IL  T     y4  ligne  droite  ejl  la  plus  courte 

JLj  d'un  point  à  un  autre  ,  &  par. 

conféquent  ^  la  mefure  de  la  dijiance 

entre  deux  points,  P^gc  ^ 

III.  Une  ligne  qui  tombe  fur  une  autre j, 
fans  pancher  fur  elle  d'aucun  coté  ^  ejl 
perpendiculaire  à  cette  ligne,  9 

IV.  Le  reâangle  ejl  une  figure  de  quatre 
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cotés  perpendiculaires  les  uns  aux  att^ 
très,  4 

Et  le  quarré  ejl  un  reâangle  dont  les 
quatre  cotés  font  égaux.  ibid. 

,V.  Manière  délever  une  perpendiculaire. 

ibid. 

y  I.  Le  cercle  ejl  la  trace  entière  que  décrit 
la  pointe  mobile  d'un  compas  ^  pendant 
qu^ elle  tourne  autour  de  l'autre  pointe.  7 

r  Le  centre  ejl  le  lieu  de  la  pointe  jixe, 

ibid. 
Le  rayon  ejl  ^intervalle  dont  le  compas 
ejl  ouvert.  ibid. 

Le  diamètre  ejl  le  double  du  rayon,  ibid. 

iVII.  Manière  dabaijjer  une  perpendicu- 
laire, ibid. 

yill.  Couper  une  ligne  en  deux  parties 
égales.  8 

JX.  Faire  un  quarré ^  ayant  fon  coté,     p 

X.  Faire  un  reôîangle ,  dont  la  longueur  & 
ta  largeur  font  données.  ibid. 

fXI.  Les  parallèles  font  des  lignes  toujours 
également  dijlantes  les  unes  des  autres. 

.   10 
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-  'Mener  une  -parallèle  à  une  ligne  par  un 
point  donné.  ibid. 

XII.  La  mefure  d'un  re&angle  ejl  le  pro- 
duit de  fa  hauTcur  par  Ja  bafe.         13: 
XIII'  Les  figures  reâilignes  font  celles  que 
terminent  des  lignes  droites.  i  ± 

;  Le  triangle  ejî  une  figure  terminée  par 
trois  lignes  droites.  ibid. 

XIV.  La  diagonale  d'^un  re^angle  efi  la 
ligne  qui  le  partage  en  deux  triangles 
égaux.  I  y 

Les  triangles  reâ angles  font  ceux  qui 
ont  deux  de  leurs  côtés  perpendiculaires 
{un  à  t autre.  i  5 

Un  triangle  efi  la  moitié  du  re5lanQ-le 
qui  a  même  hafe  &  même  hauteur,  ibid.. 
Donc  fa  mefure  efi,  la  moitié  du  produit 
de  fa  hauteur  par  fa  hafe.  ibid. 

XV.  Les  triangles  qui  ont  même  hauteur 
&  même  hafe  ^  ont  desfuperficies  éga- 
les. 1 7 
XVII.  Les  triangles  qui  ont  même  hafe  ^ 
er  qui  font  renferynés  entre  les  mêmes, 

parallèles  y  font  égaux  enfuperficie.   i  p 

•  • 
ai; 
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XVIIL  Les  parallélogrammes  font  des 
figures  de  quatre  cotés  ^  dont  les  deux 
cppofés  font  parallèles,  20 

On  les  mefure  en  multipliant  leur  hau- 
teur parleur  bafe,  ibid. 

XIX.  Les  parallélogrammes  qui  ont  une 
hafe  commune  ^  &  qui  font  entre  les 
même  s  parallèle  s  ^  font  égaux  enfuper- 
ficie.  ibid. 

XX.  Les  poligones  réguliers  font  des  figu- 
res que  terminent  des  cotés  égaux  ^  dr, 
également  inclinés  les  uns  fur  les  autres* 

21 

XXL  Manière  de  décrire  un  poligone  d^un 

nombre  déterminé  de  cotés,  2Z 

Le  pentagone  a  cinq  cotés  ^  fexagone 

fixj  Peptagone  fept  )  P octogone  huit , 

Penne agone  neufj  le  décagone  dix  ^  <irc. 

ibid. 

XXII.  Mefure  de  lafurface  d^unpoligone 

régulier,  2.'^ 

V apothème  efi  la  perpendiculaire  abaif 

fée  du  centre  de  la  figure  fur  un  de  fes 

eotés,  ibid» 
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XXIII.  Le  triangle  équilatcral  ejl  celui 
dont  les  trois  cotés  font  égaux,  24. 

Manière  de  le  décrire.  ibid. 

XXVI.  Connoijfant  les  trois  cotés  d'un 
■   triangle  y  faire  un  autre  triangle  qui  lui 

foit  égal.  Jty 

XXVII.  Un  angle  ejl  Finclinaifon  d'une 
ligne  fur  une  autre,  2p 

XXVIII.  Manière  défaire  un  angle  égal 
à  un  autre,  ibid* 
Deux  cotés  cr  f  angle  compris  étant  don- 
nés y  le  triangle  efi  déterminé,  3  o 

XXIX.  Seconde  manière  de  faire  un  an- 
gle égal  à  un  autre,  3  i 
La  corde  d'un  arc  de  cercle  y  ejl  la  droite 
que  terminent  les  deux  extrémités  de 
[arc,                                              ibid. 

XXX.  Deux  angles  &  un  coté  détermi- 
nent le  triangle.  3  2 

XXXI.  Le  triangle  ifocéle  y  ef  celui  qui  a 

deux  cotés  égaux,  ibid. 

Les  angles  que  ces  cotés  font  avec  la 

hafcyfonx  égaux  entr^'eux,  3  3 

XXXIV.    En  quoi  confijle    la  rejfem- 

-  •  •  • 
a  uj 
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blance  de  deux  figures.  3^ 

XXXVI.    Aîaniére  de  faire  une  figure 

jembiable  à  une  autre.  3  7 

XXXVIII.  Si  deux  angles  d'un  triangle 
font  égaux  à  deux  angles  dun  autre 
triangle  y  le  troiftéme  angle  de  F  un 
égalera  le  troiftéme  angle  de  P autre. 

40 

XXXIX.  Deux  triangles  )  dont  les  angles 
font  rejpeâivement  égaux  j  ont  leurs  co^ 

tés  proportionnels.  41 

XL.  Divifer  une  ligne  en  tant  de  parties 
égales  qu'ion  voudra.  44 

XLI.  Ce  que  c^ef  qu^une  ligne  quatrième 
proportionnelle  à  trois  autres i  &  com- 
ment on  la  trouve.  4  y 

XLII.  Les  hauteurs  des  triangles  femb la- 
bié s  ^  font  proportionnelles  à  leurs  cotés. 

4(j 

XLI  V.  Les  aires  des  triangle  s femblable  s  > 
font  entr^ elles  comme  les  quarrés  des  co- 
tés homologues.  47 
XL  V.  Propriétés  des  figures  femblahks  , 
tirées  de  celles  des  Triangles.  4P 
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XLVII.  Les  aires  des  figures femblables  , 
font  emr' elles  comme  les  qnarrés  des  cotés 
homologues,  y  2 

XLVII  I.  Les  figures  femblahles  ne  font 
différenciées  que  par  les  échelles  fur  lef 
quelles  elles  font  confiruites.  Ibid. 

L.  Alaniére  de  mefurerla  diflance  dhm  lien 
inaccejfible.  5*4* 

LIL  Un  angle  a  pour  mefure  Parc  de  cer- 
cle qu  interceptent  fe s  côtés.  j  6 

LUI.  Le  cercle  efi partagé  en  3  60  dégrés  ; 
chaque  degré  en  60  minutes ,  &c.       j  7 

LI V.  V angle  droit  a  ()o  dégrés  j  &fes  co- 
tés font  perpendiculaires  Pun  à  P autre. 

LV.  Un  angle  aigu  efi  plus  petit  qu^  un  an- 
gle droit.  ibid- 

LVI.  Un  angle  obtus  efi  plus  grand  qu'Hun 
angle  droit.  ibid. 

LVII.  La  fomme  des  angles ,  fait  dumê" 
me  coté  fur  une  ligne  droite  y  &  qui  ont 
le  même fommet yV aut  180  dégrés.  ibid. 

LVIII.  Tous  les  angles  qii on  peut  faire 
autour  d'un  même  point  y  font  égaux , 

•  •  •  • 

a  m; 
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pris  enfemble  y  à  quatre  droits,         jp 

LIX.  Ufage  dePinfirument  appelle  demi-- 
cercle  ^  pour  prendre  la  grandeur  d'un 
angle,  ibid, 

LX.  Ufage  du  rapporteur  y  pour  faire  un 
angle  d'un  nombre  déterminé  de  dégrés. 

60 

LXIII.  Les  angles  alternes  font  les  angles 
renverfés  que  forme  j  de  part  &  d'autre, 
une  ligne  droite  qui  tombe  fur  deux  pa- 
rallèles, 6^ 
Ces  angles  font  égaux,                   ibid. 

LXIV.  Lafomme  des  trois  angles  d'un 
triangle  j  ejl  égale  à  deux  droits,       6^ 

LXVIII.  U angle  extérieur  d^un  triangle  , 
vaut  les  deux  angles  intérieurs  oppofés^, 

67 

LXIX.  Un  angle  d'un  triangle  ifocéle 
donne  les  deux  autres,  ibid. 

LXX.  Les  angles  d'un  triangle  équila^ 
ter  al ,  font  chacun  de  fixante  dégrés, 

6% 

LXXI.  Defcription  de  Fexagone,     ibid. 

LXXII.  La  moitié  de  P angle  au  centre  de 
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texagone  y  donne  l'angle  au  centre  du 

dodécagone.  6^ 

LXXIII.    Partager  un  angle  en  deux 

également.  70 

LXXI V.  Defcrîption  des  poligones  de  24, 

48^  &c. cotés.  ibid. 

LXXV.  Defcrîption  de  foÛogone.       71 

Et  des  poligones  de  16  ^  32^  &c.  cotés, 

72 


SECONDE    PARTIE, 

• 

De  la  méthode  géométrique  de 
comparer  les  figures  reélilignes. 

L  I  "%  Eux  re5îangles    qui   ont    même 

jLJ      hauteur  y  font  en  même  xaifon 

que  leurs  bafes.  ^G 

y.  Manière  de  changer  un  reÛangle  en  un 
autre  y  qui  ait  une  hauteur  donnée.     77 

,VI.  Seconde  manière  de  changer  un  rec- 
tangle en  un  autre  y  dont  la  hauteur foit 
donnée,  78 
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VII.  On  démontre  rîgoureufement  que  fi 
deux  re  61  angle  s  font  égaux  y  la  bafe  du 
-premier  eft  à  la  bafe  du  fécond  y  comme 
la  hauteur  du  fécond  à  la  hauteur  du 
premier»  80 

yill.  Si  quatre  lignes  font  telles  ,  que  la 

première  foit  à  la  féconde ^  comme  la  troi- 

ftéme  à  la  quatrième  ;  le  r  e  51  angle  for  ^ 

mé par  la  première  &  par  la  quatrième 

fera  égal  à  celui  que  forment  la  féconde 

&  la  troifiéme.  8 1 

IX.  Quatre  quantités  ,  dont  la  première 
ejl  à  la  féconde  3  comme  la  troifiéme  à  la 
quatrième  ^  font  dites  former  une  pro-- 
portion.  ibid. 

X.  Des  quatre  termes  d' une  proportion  Je 
premier  &  le  quatrième  font  nommés  ex^ 
trêmes  ;  on  nomme  moyens  le  fécond  û* 
le  troifiéme,  8  2 

XL  Dans  une  proportion  )  le  produit  des 
extrêmes  efl  égal  au  produit  des  moyens» 

ibid, 

XII.  Si  le  produit  des  extrêmes  efl  égal  au 
produit  des  moyens  ,  les  quatre  termes 
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forment  une  proportion.  ibid. 

XIII.  De-là  on  tire  la  régie  de  trois  y    83 

Ou  la  manière  de  trouver  le  quatrième 

terme  dtwe  -proportion  j  dont  les  trois 

premiers  font  donnés,  84. 

XVI.  Faire  un  quarré  douille  d'un  autre* 

%6 

XVIL  Taire  un  quarré  égal  à  deux  autres 

pris  enfemble,  87 

XVIII.  Vhypothénufe  d'un  triangle  rec- 
tangle ejl  fon  grand  coté,  5?o 
Et  le  quarré  de  ce  coté  ejl  égal  à  lafom- 
me  des  quarrés  faits  fur  les  deux  autres. 

ibid.  ) 

XIX.  Tfoufe  tire  une  manière  fimp le  de 
réduire  deux  quarrés  en  unfeuL     ibid. 

XX.  Si  les  cotés  d'un  triangle  retlangle 
fervent  de  bafes  à  trois  figures  femhla- 

Mes  y  la  figure  faite  fur  thypothénufe 
égalera  les  deux  autres  prifes  enfemble. 

XXI.  Réduire plufieurs figures  femblables 
à  une  feule,  <)  3 

XXIII.  he  produit  qui  ré  fuite  de  la  mul- 
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tiplication  d'un  nombre  par  lui-même  ', 
eji  le  quarré  de  ce  nombre.  p  j 

Ldracine  d'un  quarré ^  ejl  le  nombre  qui, 
multiplié  far  lui-même^  donne  le  quarré. 

XXIV,  Un  nombre  ejl  multiple  d'un  au- 
tre y  lorfquil  le  contient  plufteurs  fois 
exaôlement,  ibîd. 
Le  coté  d'un  quarré  ù'fa  diagonale  font 
incommenfurables.  p  7 

XXV.  Autres  lignes  incommenfurables* 

ibid. 

XXVII.  Les  triangles  &  les  figures fem^ 
i             blables  y  ont  leurs  cotés  proportionnels  ^ 

lors  même  que  ces  cotés  font  incommen^ 
furables.  i  o  i 

XXVIII.  Et  ces  figures  font  toujours  en-^ 
tr  elles  comme  les  quarrés  de  leurs  cotés 
homologues,  102 
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TROISIEME    PARTIE. 

De  la  mefure  des  figures  circulai- 
res 5  Se  de  leurs  propriétés. 

I.  r"    y^  mefure  du  cercle  ejî  le  produit  de 

JLi     fa  circonférence  par  la  moitié  de 

fon  rayon.  io8 

IL  Laire  du  cercle  ejî  égale  à  un  triangle 

dont  la  hauteur  ejî  le  rayon  y  &  la  bafe 

une  droite  égale  à  la  circonférence,  ibid. 

IV.  Le  diamètre  d'un  cercle  ayant  7  par^ 

ties  i  la  circonférence  en  a  près  de  22. 

109 
y.  Les  circonférences  des  cercles  jfont  en- 
tr  elles  comme  leurs  rayons*  1 1  o 

yi.  Les  aires  des  cercles  font  proportion- 
nelles aux  quarréi  de  leurs  rayons.  1 1 1 
y  IL  Des  trois  cercles  qui  ont  pour  rayons 
les  trois  cotés  d'un  triangle  re5langle  , 
celui  que  donne  thypothénufe  vaut  les 
deux  autres  pris  enfemhle.  n  2 

yiIL  Une  couronne  ejl  fefpace  enfermé 
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entre  deux  cercles  concentriques,  115, 
Four  me  fur  er  une  couronne  )  il  faut  mul-- 
tiplier  fa  largeur  par  la  circonférence 
moyenne,  1 1 J 

IX.  Lefegment  de  cercle  ejî  unefpace  ter- 
miné par  un  arc  &  par  fa  corde,  \\6 
J^a  me  fur  e  de  toutes  les  figures  circulai-^ 
resfe  réduit  à  celle  du  fegment.     ibid. 
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minée  par  deux  rayons  ^  &  par  tare 
quils  comprennent,  ibid- 
Sa  me  fur  e  &  celle  du  fegment,       ibid. 

XI.  Trouver  le  centre  d'un  arc  de  cercle 
quelconque,  117 

XIIL  Si  d'un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence d' un  demi  cercle  ^  on  tire  deux 
droites  aux  extrémités  du  diamètre  ^  on 
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gne  qui  ne  le  touche  qu  en  un -point.  126 
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par  la  corde  <&  par  la  tangente.  1 2  7 
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ment.  ibid. 
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XXII.  Trouver  la  dijlance  d'un  lieu  à  trois 
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ibid. 
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QUATRIEME     PARTIE. 

De  la  manière  de  mefurer  les  foU- 
des  &  leurs  iurtaces. 

î.  TT    E  cube  ej}  une  figure  foUde  terminée 

X-i     parfîx  quarrés,    Cefl  la  me  fur  e 

commune  des  foiide s,  14.7 

II.  Le  parallêlipiféde  ejîunfolide  terminé 
par  ftx  reâangles,  14-8 
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IX.  Une  ligne  fera  perpendiculaire  à  un 
plan  y  Ji  elle  ejl  perpendiculaire  à  deux 
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On  le  djjlingue  en  cylindre  droit  j  dr  en 

cylindre  oblique,  ibid. 
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